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1983 年 底 作者 编写 了 一 本 讲 义 《BCI- 代 数 》，1984 年 上 半 
年 作者 为 西北 大 学 数学 系 四 年 级 数学 专业 的 学 生 开设 了 这 门 选 修 
座 《BCI- 代 数 》。 本 书 是 在 这 本 讲义 及 实际 教学 工作 的 基础 上 
修改 、 增 补 而 成 的 。 

BCK- 代 数 和 BCI- 代 数 是 六 十 年 代 以 来 出 现 的 一 般 代 数学 中 
的 一 个 壮 的 分 支 。 自 人.Iséki 等 在 1966 年 引入 这 两 类 代数 以 来 ， 
虽然 只 有 十 八 年 的 历史 ,但 是 发 展 却 相当 快 。 至 今 , 从 国际 上 看 ， 
已 有 有 日本、 波兰、 捷克、 美国 、 苏 丹 、 印 度 、 巴 基 斯 坦 、 斯 里 兰 
卡 、 省 大利 亚 、 利 比 亚 和 中 国 等 国 的 一 百 多 位 数学 工作 者 投入 这 
一 方面 的 工作 。 取 得 了 大 量 的 成 果 ， 已 发 表 论 文 数 百 篇 。 

我 国 国内 的 数学 工作 者 基本 上 从 1980 年 以 后 投入 这 一 方面 工 
作 。 目 前 ， 已 有 山西 大 学 、 宁 夏 大 学 、 山 东 曲 息 师 院 、 陕 西 师范 
大 学 、 汉 中 师范 学 院 和 西北 大 学 等 单位 的 几 十 位 数学 工作 者 参加 
这 一 方面 的 工作 ,并 且 已 写 出 和 发 表 论 文 几 十 筷 ,1983 年 4 月 在 西 
安 还 召开 了 国内 第 一 次 BCK- 代 数 和 BCI- 代 数 会 议 ， 参 加 会 议 
的 有 二 十 八 人 ， 宣 读 论 文 多 篇 。 

现在 ，BCK- 代 数 和 BCTI- 代 数理 论 正在 莲 勃 发展。 这 一 代 
数理 论 还 涉及 和 联系 到 许多 数学 分 支 ， 如 泛 代数 、 群 论 、 环 论 、 
格 论 、 点 集 拓扑 和 拓扑 代数 等 。 

正 是 在 这 种 形势 下 ， 作 者 在 西北 大 学 数学 系 首先 给 八 〇 级 学 
生 开 设 了 《BCI- 代 数 》 这 门 选修 课 ， 吸 收 一 批 有 志和 对 此 有 兴 
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趣 的 青年 学 生 积 极 投入 这 一 方面 的 工作 。 在 开设 这 门 选 色 课时 ， 
每 周 四 学 时 ， 一 学 期 用 了 七 十 二 学 时 ， 基 本 上 讲 区 了 本 书 的 大 党 
分 内 容 ， 并 且 对 一 部 分 学 生 进 行 了 科研 训练 。 该 级 十 一 名 学 生 写 
出 了 十 四 篇 毕业 论文 ， 得 到 了 一 批 较 好 的 结果 。 

现在 ， 在 国内 外 同行 、 西 北大 学 数学 系 的 领导 和 同志 们 以 及 
出 版 社 同志 的 大 力 帮 助 和 支持 下 ， 这 本 书 正式 出 版 了 。 应 当 说 ， 
这 本 书 是 国内 外 同行 们 在 BCI- 代 数理 论 方面 的 一 个 总 结 ， 尤 其 
是 中 国 数学 工作 者 在 这 一 理论 研究 工作 的 总 结 ， 当 然 也 是 西北 大 
学 数学 系 从 事 这 一 理论 研究 的 师 生 们 的 工作 总 结 。 由 于 本 书 是 
BCI- 理 论 方面 国内 外 的 第 一 本 专著 ， 由 于 作者 水 平 有 限 和 编写 
时 间 仓 促 ， 本 书 难 免 有 不 少 缺 陷 和 错误 ， 承 望 读 者 提出 批评 指 
正 。 

对 作者 在 BCI- 代 数理 论 研究 、 教 学 和 编写 本 书 予以 支持 和 
帮助 过 的 日 本 鸣 门 教育 大 学 K。Iseki 教 授 、 北 京 大 学 数学 系 段 
学 复 教授 、 山 西 大 学 数学 系 张 宝林 副教授 、 陕 西 师范 大 学 数学 系 
和 雷 天 德 副 教授 、 王 国 俊 教授 、 西 北大 学 数学 系 凌 岭 教授 、 王 成 
党 教授 、 胡 希 正 副教授 和 王 兆 崎 、 备 杰 同 志 ， 以 及 西北 大 学 科研 
处 、 教 务 处 ， 作 者 在 此 一 并 表示 感谢 。 


胡 庆 平 
一 九 八 四 年 六 月 二 十 日 于 西北 大 学 数学 系 


内 容 提要 


BCK- 代 数 和 BCI- 代 数 是 六 十 年 代 以 来 出 现 的 一 般 代数 学 
的 一 个 分 支 。 这 一 理论 涉及 和 联系 到 许多 数学 分 支 ， 如 泛 代 数 、 
群 论 、 环 论 、 格 论 、 布 尔 代数 、 点 集 拓扑 和 拓扑 代数 等 。 

本 书 是 国内 、 外 出 现 的 第 一 本 BCI- 代 数理 论 的 专著 。 本 书 
概括 了 1984 年 5 月 前 BCI- 代 数 的 研究 概 萄 ， 简 介 了 BCK- 代 数 
理论 。 本 书 集 中 地 总 结 了 国内 外 数学 工作 者 、 尤 其 是 中 国 数学 工 
作者 在 BCI- 代 数理 论 的 工作 成 果 ， 也 总 结 了 作者 自己 在 这 一 理 
论 中 的 研究 工作 ， 并 介绍 也 作 者 引入 的 BCH- 代 数 。 

本 书 共 分 作 章 ， 准 备 工作 ，BCK- 代 数 概要，BCI- 代 数 的 
概念 及 性 质 ，BCI- 代 数理 论 中 的 几 个 专题 ， 结 合 BCI- 代 数 ， 
BCI- 招 扑 代 数 ，BCH~ 代 数 ， 对 BCK，BCI，BCH- 代 数理 论 
进一步 发 展 的 一 些 看 法 。 : 

”数学 工作 者 、 大 学 数学 系 教师 、 研 究 生 和 高 年 级 学 生 均 可 阅 
读本 书 。 从 事理 论 物理 、 理 论 化 学 和 计算 机 科学 研究 的 工作 者 和 
大 学 教师 也 可 以 本 书 为 参考 书 。 
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第 一 章 ”准备 工作 


在 正式 接触 BCK- 代 数 和 BCI- 代 数理 论 之 前 ， 我 们 在 本 章 
.中 做 一 些 必要 的 准备 工作 。 


31 发 展 概 况 


我 们 在 这 一 节 中 介绍 一 下 BCK- 代 数 和 BCI- 代 数 的 发 展 概 
况 ， 重 点 是 介绍 后 者 。 这 对 于 读者 掌握 这 一 理论 且 愿 意 进 一 步 在 
这 一 方面 做 出 一 些 工 作 是 十 分 必要 的 。 我 们 分 作 以 下 几 个 问题 进 
行 介绍 . 

1。 两 种 代数 的 引入 

由 集合 论 和 命题 演算 作为 背景 〈 参 看 第 二 章 $ 1 。 以 后 简 记 
为 ， cf JTJ。l) 1966 年 日 本 数学 家 了 .Imai 和 开 .Iseki 引 入 了 
BCK-~ 代 数 (cfeC172*) ,这样 ,对 一 切 BCK- 代 数 进行 研究 和 对 某 
些 条 件 下 的 BCK- 代 数 进 行 研 究 ， 就 产生 了 BCK- 代 数 类 和 
BCLCK&- 代 数理 论 。 

同年 ，K .Iseki 又 引入 了 比 BCK- 代 数 类 更 大 的 代数 类 一 一 
BCI- 代 数 类 (18]， 这 就 又 产生 了 BCI- 代 数 类 和 BCLCI- 代 数理 论 。 
由 BCK- 代 数 的 定义 和 B CI- 代数 的 定义 不 难 知 道 ， 

BCK- 代 数 类 所 BCI- 代 数 类 。 (1) 


* ” 方 括 量 中 出 现 的 数字 系 参 考 文献 序号 ， 下 同 。 


这 两 种 代数 出 现 后 不 久 便 引 起 了 人 们 的 注意 .但 是 ， 数 学 界 
对 它 的 “庐山 真面目 ” 尚 不 清楚 ， 连 美国 的 Review 和 西 德 的 
Zent。Math。 都 没有 把 它 列 入 “一 般 代 数 ” 的 类 中 ， 而 列 入 “ 数 
理 逻 辑 ” 或 “ 格 论 ” 之 中 。 这 种 现象 已 经 历史 地 遗留 下 来 了 。 然 
而 ，BCK- 代 数 和 BCI- 代 数理 论 如 同 数 林 中 之 春 苗 蓬勃 地 发 展 
起 来 了 。 经 过 这 十 七 八 年 的 发 展 ， 这 一 理论 已 成 为 一 般 代 数学 中 
的 一 个 新 的 重要 分 支 了 。 

2。K .lsiki 的 简况 

氏 .Isski 是 日 本 数学 家 ,日 本 名 是 井 关 清 志 ,今年 六 十 四 岁 ， 
他 在 日 本 神户 大 学 数学 系 担任 教授 多 年 ， 今 年 四 月 他 在 神户 大 
学 退休 ， 而 转 到 日 本 德 岛 县 鸣 门 教育 大 学 任教 。 他 到 过 许多 国 
家 ， 参 加 过 多 次 国际 数学 会 议 ， 还 在 波兰 巴 拿 赫 数学 中 心 工作 
过 。 他 也 来 过 中 国 ， 和 我 国 许多 数学 工作 者 保持 着 良好 的 关系 . 
他 还 和 作者 一 起 共同 研究 过 结合 的 BCI- 代 数 ， 联 各 发 表 论 文 和 
作者 摘要 〈cf "527 一 30]) 。 他 在 数学 中 有 广泛 的 兴趣 ， 在 许多 分 
支 中 都 作出 过 重要 的 工作 。 发 表 过 大 量 的 论文 。 据 作者 所 知 ， 他 
的 主要 工作 有 ， : 

”在 集合 论 方面 ， 他 在 1949 年 把 Kuratowski 的 四 条 闭 包公 理 


中 的 前 三 条 合并 为 (cf [5 27) 
AU AU B = AUB 
在 丘 集 拓扑 中 ,他 作 过 许多 工作 .例如 ,1957 年 他 和 Kasahara 
一 起 得 到 了 这 样 一 个 结果 :一 个 正则 空间 X 是 可 数 紧 的 当 且 仅 当 义 
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的 每 个 点 有 限 的 开 复 益 有 一 个 有 限 的 子 复 次 。1954 年 他 得 到 正规 
空间 X 是 可 数 念 紧 的 充 要 条 件 是 空间 X 的 每 个 可 数 开 复 闭 有 一 个 
呈 有 限 的 开 加 细 。 他 的 这 两 个 结果 在 点 集 拓扑 学 的 专著 [10 中 都 
有 所 述 ， 

在 抽象 代数 方面 ， 他 引入 了 BCK- 代 数 和 BCI- 代 数 的 概念 ， 
发 表 了 大 量 的 论文 ， 为 BCK- 代 数 和 BCI- 代 数理 论 起 了 奠基 作 
用 。 在 本 书 中 。 我 们 对 他 在 这 方面 的 工作 杰作 详细 的 论述 。 

在 现代 分 析 方 面 ， 他 研究 过 级 数论 和 2 -度量 空间 理论 等 。 

3。 第 一 个 发 展 阶段 

作者 认为 BCK- 代 数 和 BCI- 代 数理 论 在 发 展 上 可 分 为 两 个 
阶段 ，1966 年 一 1979 年 是 第 一 个 内 县 ，1980 年 至 现在 是 第 一 个 队 
段 。 

第 一 个 发 展 阶段 昌 然 经 历 了 十 四 年 ， 但 尚 属 BCK- 代 数 和 
BCI- 代 数理 论 的 初级 阶段 。 

第 一 个 阶段 中 这 一 理论 的 最 大 成 就 是 区.Jsski 等 引入 了 
BCK- 代 数 和 BCI- 代 数 的 概念 ， 

对 于 BCI- 代 数论 来 说 。 在 第 一 阶段 中 除 了 K 。Iseki 在 [18] 
中 引入 了 BCI- 代 数 的 概念 及 得 到 了 几 个 初等 结果 外 ， 再 没有 什 
么 进展 。 这 个 理论 在 第 一 阶段 中 产生 了 一 点 困难 。 由 BCK- 代 数 
和 BCI- 代 数 的 定义 容易 知道 包含 关系 〈1 ) 成 立 。 但 是 ， 这 种 
包含 是 否 真 包含 呢 ? 也 就 是 说 ， 是 从 存在 一 个 BCI- 代 数 ， 它 不 
是 一 个 BCK- 代 数 呢 ?这 一 点 在 第 一 阶段 中 并 不 知道 ， 即 使 K 。 
1seki 本 人 也 没有 在 1979 年 前 举 出 这 样 一 个 例子 来 。 这 个 困难 坟 
响 了 BCI- 代 数理 论 的 发 展 . 

在 第 一 个 阶段 中 BCK- 代 数理 论 得 到 了 初步 的 发 展 。 从 日 本 
开始 ， 以 后 波及 到 波兰 、 苏 丹 和 斯 里 兰 卡 , 有 有 二、 三 十 位 作者 从 事 
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BCK- 代 数 的 研究 ， 写 出 了 几 十 篇 第 一 批 论文 。 这 些 成 果 基本 上 
述 在 [C19 中。 也 大 体 上 是 我 们 这 本 书 第 二 章 的 内 容 . 

4。 第 二 个 发 展 阶段 

1980 年 开始 ，BCK- 代 数 和 BCI- 代 数理 论 进入 了 第 二 个 阶 
段 。 第 二 阶段 中 出 现 的 特点 是 ， 

第 一 ， 投 入 这 一 理论 工作 的 人 数 大 大 增加 ， 所 在 国家 己 达 十 
个 左右 ， 忆 及 映 出 这 一 理论 成 为 一 个 引起 国际 广泛 兴趣 的 里 论 . 

第 二 ，BCK- 代 数理 论 日 益 深 入 研究 ， 出 现 的 论文 每 年 成 信 
增加 ， 成 果 很 多 ， 联 系 面 越 来 越 广泛 。 

第 三 ， 在 第 一 阶段 中 提出 的 一 些 问题 大 多 被 解决 ， 又 涌现 了 
一 批 新 的 和 更 深入 的 问题 ， 

第 四 ， 第 一 阶段 中 BCI- 代 数理 论 中 所 过 到 的 上 述 困难 被 K. 
Iséki 在 1980 年 所 解决 ， 他 在 C20] 中 提出 了 是 BCI- 代 数 、 而 不 是 
BCK- 代 数 〈 称 为 真 BCI- 代 数 ) 的 第 一 个 例子。 这 样 ，( 1 ) 就 
变 成 了 ， 

BCK-- 代 数 类 一 BCI- 代 数 类 。 (2 ) 

由 此 ，BCI- 代 数理 论 就 成 为 一 个 独立 的 代数 理论 而 出 现 和 
得 到 迅速 的 发 展 。K。Iséki 在 1980 年 发 表 了 一 系列 的 论文 (cf 。 
[20 一 263)， 在 BCI- 代 数理 论 中 引进 了 一 系列 的 概念 ， 得 到 了 许 
多 结果 ， 也 提出 了 一 批 需要 解决 的 问题 .他 的 这 些 工作 对 于 BCI- 
代数 的 黄 基 作用 是 非常 明显 的 。 

第 五 ,作者 和 区 。Iséki 合 作 研究 了 结合 BCI- 代 数 , 发 表 了 论 
文 和 作者 摘要 527 一 30])。 上 反映 了 中 国 数学 工作 者 升 始 投 入 BCK- 
代数 和 BCI- 代 数理 论 的 研究 工作 。 之后， 这 一 理论 吸引 了 大 
批 中 国 数学 工作 者 ， 出 现 了 论文 [31 一 47]。 可 以 说 ， 中 国 数学 工 
作者 大 大 地 推进 了 BCI- 代 数理 论 的 研究 ， 也 初步 地 开始 研究 
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BCK- 代 数 ， 还 引入 了 较 BCI- 代 数 类 更 大 的 代数 类 一 BCH- 代 数 
大 .特别 是 1983 年 4 月 在 西安 召开 的 BCK-- 代 数 和 BCI- 代 数 会 议 ， 
初步 地 组 织 起 我 国 研 究 BCK- 代 数 和 BCI- 代 数 的 一 支 老 ,中 、 青 
相 结 合 的 队伍 ， 为 进一步 开展 这 一 理论 研究 打下 了 基础 ， 


832 要 注意 的 几 个 问题 


在 这 一 节 中 我 们 谈 几 点 有 关 读 这 本 书 应 当 注意 的 问题 。 当 
然 ， 这 是 写 给 初次 接触 这 -理论 ， 且 尚 无 进行 过 科研 训练 的 读者 
的 。 注 意 了 这 些 问题 对 他 们 学 好 这 一 理论 。 达 到 “入 门 、 上 路 。 
开展 工作 ”， 会 有 一 定 的 好 处 。 

1。 本 书 的 内 容 

本 书 着 重 介绍 BCI- 代 数 ， 共 分 八 章 。 

第 一 章 中 我 们 做 些 必要 的 准备 工作 。 我 们 让 读者 了 解 BCK- 
代数 和 BCI- 代 数 发 展 的 概况 ， 交 待 几 个 要 注意 的 问题 ， 叙 述 有 
关 集 合 论 和 抽象 代数 的 一 些 基 本 知识 ， 以 及 这 本 书 中 常用 的 记 

第 一 章 介 绍 BCK- 代 数 的 一 些 基 本 内 容 ， 本 书 中 对 BCK- 代 
数 只 作 简 咯 介绍 。 介 绍 这 些 内容 的 目的 ， 一 则 为 读者 对 BCK- 代 
数理 论 有 个 初步 的 了 解 ， 二 则 为 BCI- 代 数 有 关 理论 的 展开 找 出 
一 由 的 依据 ， 使 读者 知道 来 龙 去 脉 。 

第 三 章 介绍 BCI- 代 数 的 概念 及 主要 性 质 ， 阅 明 BCI- 代 数 和 
BC 人 -代数 的 关系 ， 初 步 研 究 BCI- 代 数 的 BC 开 - 部 分 ， 引入 一 复 
BC 六 代数 的 乘积 BCI- 代 数 ， 以 及 子 代数 ， 且 介绍 理想 和 商 代 
数 . 

第 四 章 到 第 六 章 其 实 是 BCI- 代 数理 论 中 的 几 个 专题 。 第 四 
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章 中 介绍 拟 可 换 的 BCI- 代 数 、BCI- 代 数 徐 和 具有 有 条件 (S) 的 
BCI- 代 数 等 .这 些 内 容 都 可 供 有 兴趣 的 读者 进行 进一步 的 研究 。 

第 五 章 介 绍 BCI- 代 数理 论 中 具有 成 果 较 主 富 的 结合 BCI- 代 
数 。 我 们 底 介 绍 结合 BCI- 代 数 的 概念 和 性 质 ， 也 介绍 结 合 BCI- 
代数 的 发 展 一 一 广义 结合 BCI- 代 数 ， 

第 六 竟 中 研究 BCI- 拓 扑 代 数 。 研 究 具 有 拓扑 结构 的 BCI- 代 
数 ， 这 上 就 产生 了 BCI- 拓 扑 代数 。 本 章 中 还 简介 了 有 关 拓扑 学 及 
拓扑 群 的 准备 知识 。 

第 七 章 介 绍 作者 引入 的 BCH- 代 数 。BCH- 代 数理 论 是 BCI- 
代数 理论 进一步 发 展 的 产物 。 作 者 和 李 新 在 C38] 中 证 明了 真 
BCH- 代 数 的 存在 性 , 这 就 表明 BCH- 代 数 是 一 个 新 的 独立 的 代数 
结构 . 我 们 在 这 一 章 中 分 四 节 介绍 BCH- 代 数 的 概念 , 真 BCH- 代 
数 的 存在 、BCH- 代 数 的 性 质 和 BCH- 代 数 的 同 构 。 这 一 代数 结 
构 是 作者 在 一 九 八 一 年 提出 来 的 ， 时 间 还 不 长 。 作 为 一 个 代数 理 
论 尚 还 很 不 完整 。 作 考 欢 迎 有 兴趣 的 读者 投入 这 一 代数 理论 的 工 
作 。 

作者 在 最 后 一 章 就 BCK -代数 、BCI- 代 数 和 BCH- 代 数 的 进 
一 步 发 展 痰 点 不 成 熟 的 看 法 ， 其 目的 在 于 ， 一 则 为 使 这 本 书 有 个 
较 完整 的 结束 ， 二 则 为 有 兴趣 的 读者 提供 点 参考 音 见 ， 

2。 读 本 书 方法 的 建议 

作者 认为 ， 有 时 间 和 耐心 的 读者 ， 不 妨 闪 头 到 尾 地 阅读 。 这 
里 介绍 的 BCI- 代 数理 论 是 个 新 的 代数 分 支 ， 远 远 还 谈 不 上 完备 ， 
许多 结果 及 方法 都 是 很 初等 的 。 作 者 相信 ， 有 兴趣 的 数学 工作 者 
和 大 学 数学 系 的 高 年 级 学 生 在 阅读 这 本 书 时 不 会 有 多 大 困难 。 从 
事物 理 、 化 学 和 电子 计算 机 理论 研究 的 工作 省 也 可 阅读 本 书 。 

对 于 只 想 了 解 BCI- 代 数理 论 概 况 的 读者 ， 则 只 费 阅 读 第 二 、 
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、 丘 二 齐 训 可 以 了 。 对 于 熟悉 BCK- 代 数理 论 的 读者 , 则 只 要 阅读 
、 五 章 便 可 了 解 BCI- 代 数理 论 了. 

”对 于 初步 接触 BCK_ 代 数 和 BCI- 代 数理 论 .又 想 在 这 一 方 面 
做 些 工作 的 读者 ， 作 者 认为 ， 可 以 先 谈 二 、 三 两 章 ， 然 后 想 据 自 
己 的 兴趣 在 四 至 七 章 中 挑选 合适 的 专题 仔细 人 研究 。 

3。 关 于 参考 文献 的 说 明 

这 本 书 的 后 面 附 有 较为 详细 的 参考 文献 。[ 1 一 3 及 48] 是 关 
于 集合 论 的 四 本 书 ，[5 4 一 9 J 是 有 关 抽 象 代数 学 的 书籍 和 一 些 专 
题 论述 ，[10 一 12J 是 有 关 点 集 拓扑 学 的 书 。 这 本 书 中 所 用 的 集合 
论 、 抽 和 象 代 数 和 点 集 拓扑 学 方面 的 知识 请 读者 参 考 这 些 书 ， 

[13 一 16，19J 是 BCK- 代 数 和 BCI- 代 数理 论 的 一 些 综 合 报 
告 。C17 一 18] 是 K。Iséki 等 引入 BCK- 代 数 和 BCI- 代 数 的 原始 
文献 ， / 
[20 一 47] 是 有 关 BCK- 代 数 、BCI- 代 数 和 BCH- 代数 的 文 
献 ， 其 中 主要 列 入 BCI- 代 数 的 文献 。 目 前 BCK-- 代 数理 论 的 文 
献 已 非常 多 ， 这 里 不 一 一 列 入 ， 所 引 的 C45 一 472 一 则 为 中 国 作者 
在 BCK- 代 数 方 面 做 的 工作 ， 二 则 也 是 在 我 们 这 本 书 第 二 章 中 要 
有 所 提 到 的 ， 

4、 学 习 本 书 的 方法 

怎样 学 习 这 本 书 ? 怎样 学 习 BCI- 代 数理 论 ? 怎样 能 很 快 投 
入 BCI- 代 数 的 研究 工作 ? 这 是 初次 接触 BC1- 代 数理 论 的 读 者 往 
往 会 提出 的 问题 。 作 者 认为 必须 很 好 地 解决 学 习 方 法 问题 ， 才 能 
芮 正解 决 这 些 问 题 。 作 者 在 这 里 向 读者 提出 下 列 方法 ， 以 供 学 习 
中 参考。 

第 一 ， 科 学 、 严 说， 克服 神秘 。 读 者 们 ， 尤 其 是 初次 接触 科 
钱 论 文 的 读者 ， 距 要 在 学 习 中 采取 和 科学、 严谨 的 态度 ， 又 要 克服 
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神秘 的 思想 。 只 要 钻 进去 ， 不 怕 困 难 ， 勤 于 思索 ， 科 学 之 路 是 一 
定 可 以 登 先 的 。 

第 .， 抓 住 主流 ， 掌 握 实 质 。 在 学 习 中 要 注意 掌握 每 一 个 概 
念 和 每 一 个 结果 的 实质 ， 要 尽量 自己 去 推 证 每 一 个 结果 、 下 得 这 
样 的 功夫 ， 才 会 出 现 “功夫 不 负 有 心 人 ”的 结果 。 在 科研 中 还 要 
常常 去 考虑 主攻 方向 和 主流 的 问题 。 当 然 ， 对 初学 者 也 不 要 轻易 
放弃 那些 简单 的 问题 ， 不 要 轻视 做 “小 工作 ” 。 实 际 上 ， 要 从 量 
变 达 到 质变 ， 必 须 老 老实 实地 、 一 步 一 个 脚印 地 向 前 走 . 

第 三 ， 一 边 学 习 ， 一 边 科研 。 学习 BCI- 代 数理 论 完 全 可 以 
采取 “一 边 学 习 ， 一 边 科研 ”的 办 法 。 并 不 必 等 到 一 本 书 读 完 后 
再 考虑 做 工作 。 读 者 在 接触 一 些 专 题 后 ， 如 有 兴趣 ， 便 可 直接 去 
读 有 关 文 献 ， 然 后 去 发 现 和 提出 问题 ， 进 一 步 自 己 去 解决 这 些 间 
题 。 这 本 身 就 是 科研 的 过 程 。 当 然 ， 必 要 的 基本 理论 学 习 自 然 是 
不 可 少 的 ， 相 信 读 者 也 是 不 会 马马虎虎 的 。 

还 有 几 件 事 要 在 这 里 说 明 一 下 ， 

1 ) 除 第 二 章 中 没有 注 明 K 。Isaki 等 人 的 结果 和 引入 的 概 
念 外 ， 其 他 作者 引入 的 概念 和 得 到 的 结果 皆 一 一 注 明 ， 而 
发 .Istki 在 BCI- 代 数 方面 的 工作 自 第 三 章 起 已 一 一 注 明 ， 

2 ) 凡 作 者 引入 的 概念 及 所 得 到 的 结果 皆 冠 上 [ 注 x x]。 读 
者 可 查看 本 书后 面 的 《 注 记 》 的 同 数目 条 款 。 

这 里 还 应 当 再 说 一 点 ， 就 是 象 这 样 的 一 本 书 ， 国 内 还 是 第 一 
次 出 现 ， 写 得 也 很 仓促 ， 选 材 也 相当 有 限 ， 有 许多 文献 还 看 不 
到 ， 因 此 这 本 书 中 缺点 和 错误 一 定 不 少 。 作 者 欢迎 读者 批评 指 
正 ， 或 提出 进一步 修改 的 意见 。 


$3 关于 集合 论 和 和 抽 彰 代 数 
约 一 些 基 本 知识 


PCRKR- 代 数 和 BCI- 代 数理 论 的 准备 知识 是 不 太 多 的 、 只 杰 
: 求 有 一 些 集合 论 、 0 
是 --- 般 数学 系 高 年 级 学 生 所 具备 的 。 为 了 完整 和 方 生起 见 ， 我 们 
在 这 里 列 出 全 全 论 和 抽象 代数 的 常用 概念 和 结果 ， 而 在 第 六 
亲生 中 天 学， 计 后 着 了 
.用 十 第 六 章 。 

1。 集 合 论 中 的 概念 

我 们 认为 读者 对 杆 素 集合 论 中 的 一 些 基 本 概念 和 结果 是 熟知 
的 ， 例 如 ， 集 合 ， 元 素 ， 属 于 ， 有 限 集 ， 子 集 ， 包 含 ， 真 子 集 ， 
空 集 ， 并 集 ， 交 集 , 补 集 ,或 余 集 , 差 集 ,对 你 涯 ， 集 族 ， 指 标 集 ， 

序 对 ， 笠 卡尔 积 (或 直 积 ) ， 坐 标 ， 集 列 ， 极 限 集 ， 单 调集 
列 ， 

关系 ， 图 象 ， 对 角 线 ， 定 义 域 ， 值 域 , 逆 关系 ,关系 的 复合 ， 
象 ， 原 象 ， 纤 维 (一 点 的 原 象 ) ， 等 价 关系 ， 等 价 类 ， 商 集 ， 

半 序 集 ， 上 界 ， 下 界 ， 最 大 元 ， 最 小 元 ， 极 大 元 ， 极 小 元 ， 
全 序 集 ， 全 序 子 集 ， 区 间 ， 截 段 ， 釉 密 ， 序 完备 ， 

映射 ， 图 象 ， 射 影 ， 特 征 函 数 ， 满 射 ， 单 射 , 双 射 , 逆 映 射 ， 
包含 映射 ，〈 氏 入 映射 ) ， 限 制 ， 扩 张 ， 映 射 的 乘积 ; 

良 序 集 ， 序 型 ， 序 数 ， 基 数 ， 选 择 公理 及 其 等 价 命题 

上 述 这 些 集合 论 中 的 概念 在 一 般 的 集合 沦 的 书 中 艾 可 查 到 ， 
例如 文献 [1 一 3 3. 对 于 这 些 概念 ,我 们 这 本 书 中 一 般 直 接应 用 ， 
而 不 再 定义 或 说 朋 ，。 


2。 群 论 中 的 概念 

定义 1.3.1 一 个 群 (G，。…) 是 由 集合 及 人 里 的 一 个 二 
元 运 乞 。 记 组 成 的 一 个 代数 系 ， 且 送 合 下 列 各 条 件 : 

1” (ab)c =0(pc), z 

2” 里 存在 一 个 元 素 e， 使 ae =a=ea。 

3” 对 于 G 里 的 每 个 4, 在 G 里 存在 一 个 元 素 ar!， 使 oa”: 
=e=a-!'a, 

读者 应 当 熟 悉 子 群 、 真 子 群 、 群 的 同 态 和 同 构 等 概念 ， 

定义 1.3.2 一 个 群 人 G，“。) 中 的 元 素 若 满足 

4” ab= pa， 
称 (G，…) 为 交换 群 或 Abel 群 。 

定义 1.3.3 车 群 (G，“。) 中 的 元 素 a 满 足 

5” a*=a*a=e, . 

则 称 a 为 G 的 一 个 对 合 。 如 果 群 (G，.) 中 的 每 个 元 素 皆 为 对 
合 ， 则 称 上 为 一 个 对 合群 。 

例 1.3.4 设 G={0, a}，G 中 的 二 元 运算 . 由 下 表 给 
出 ， : 


则 (G， 炒 ) 是 一 个 对 合 群 。 
易 知 有 下 列 事实 ; 
定理 1。3。5 对 合群 答 是 交换 群 ， 
证 ” 设 (G，.) 是 任 一 对 合群 。 对 于 G 中 的 任意 元 素 a，6， 
则 co.5EG， 且 是 G 中 的 一 个 对 合 ， 设 e 是 G 的 恒 等 元 素 ， 则 
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(ap)2 =e， 即 有 (ab) (ab) =e. 由 于 群 满 足 结合 律 1"， 故 有 a(ba)b 
=e。 给 此 等 式 两 边 左 弛 a， 右 洋 by 由 于 4a” =e,b”=e， 故 有 ba = 
cb Q。 玉 .TD。 

定理 1 ,3.5 的 道 不 其 ， 可 见 下 列 ， 

例 1. 3 .6 设 R 是 一 切实 数 之 集 ，+ 是 实数 中 的 如 法 运 
等， 虽 (R，+) 是 一 个 交换 群 ，0 是 这 个 群 的 恒 等 元 素 但 是 
(有 人 及，+) 不 是 对 合群 ， 如 

1+1=2 关 0。 

我 们 认为 读者 熟悉 群 的 不 变 子 群 、 商 群 等 概念 ， 以 及 群 的 同 
态 基本 定理 ， 有 关 群 论 的 一 些 概念 及 结果 可 人 参看 一 般 的 抽象 代数 
书 。 如 [5，6]。 

3。 环 论 中 的 概念 

定义 1.3.7 一 个 环 (X，+，。) 是 一 个 集合 XX 及 XX 里 册 
做 加 法 与 乘法 的 两 个 二 元 合成 组 织 而 成 ， 使 

6” 〈^ 人 和，+) 是 一 个 交换 群 。 

7” 乘法 满足 结合 律 a(bc) = (cp)c。 

38” 满足 乘法 对 加 法 的 分 配 律 ， 

a(b+c) =ab+ac, (b+c)a=ba+tca, 
读者 应 当知 道 环 的 各 种 类 型 、 子 环 等 概念 。 

定义 1.3.8 设 A 为 环 (X，+，。) 的 一 个 子 集 ， 如 果 ， 

9” (A，+) 是 加 法 群 ( 入，+) 的 一 个 子 群 。 

10” 对 于 一 切 zEX 和 任意 的 GEA， 有 

arEA ， ZaEAL 
则 称 A 为 环 六 的 一 个 理想 。 

谈 省 应 当知 省 人 关于 理想 A 的 商 环 、 环 的 同 态 基本 定 理 等 概 

念 和 结果 。 有 关 环 论 的 知识 ， 读 者 可 参看 [5 ， 6 ]。 关 于 根 的 有 
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关 知 识 ， 我 们 将 在 第 四 章 4 中 作 简 要 介绍 ， 这 些 知识 也 仅 在 那 
里 提 到 ， 反 总 了 解 和 钻研 “ 环 的 根 ” 的 读者 可 参看 5 9 23。 

4。 府 论 中 的 概念 

我 们 竺 这 下 对 格 论 略 作 介绍 。 想 要 较 详细 中 了 喜 禾 论 铭 读者 
可 人 参 耐 4L3 ，6 ，7 3。 为 了 方便 起 见 ， 我 们 仍 从 半 序 集 谈 起 。 

定义 1.3.9 半 序 集 (3S， 立 ) 是 由 一 个 集合 3 及 一 个 关系 二 
《 “小 或 等 十 ) 构 成 的 一 个 代数 系 ， 适 合 下 面 的 公理 . 

11” 0 委 5，5 委 c 全 6 委 Cc。 ( 称 为 “传递 性 ” 。》 

定义 1.3.10 设 (2>， 到 ) 为 半 序 集 ，AES, 若 存在 ES， 使 
对 于 任意 的 zEA 有 z 和 co， 称 c 为 A 的 上 界 。 类 似 地 可 定义 A 的 下 

定义 1.3.11 在 A 的 上 和 界 和 集中 车 有 最 小 元 ， 称 为 A 的 最 小 
上 上 界 或 二 确 界 , 记 为 SupA。 相 应 地 可 定义 下 确 界 或 最 大 下 界 ， 记 
为 infA 。 

定义 1.3.12” 半 序 集 (3$， 冯 ) 若 满足 

12” 反对 称 性 ，a< 和 5，5<a 二 ga= 包 

13” 可 比 性 ， 春 a 关 0， 则 ac<8 或 5<a， 
则 (3， 至 ) 称 为 全 序 集 或 线性 序 集 。 

定义 1.3.13 在 半 序 集 (A， 科 ) 中 ， 著 对 任意 元 素 z，yE 
A，、inf (x，y) 三 ZT 八 y，sup{X、y} 三 7 VYy 恒 存 在 时 ， 称 (A， 
<) 为 格 。 

例 1.3.14 全 序 集 一 定 是 格 。 

例 1.3.15 设 和 是 任 一 集合 。P(X) 表 示 它 的 罕 集 (X 的 一 
切 子 焦作 成 的 集合 ) ，(P(X)， 己 ) 未 必 是 全 序 集 ， 但 它 是 一 个 
格 ，HLA 人 B=ANB,，AVB=AJUB. : 

例 1.3.16 设 (X，<) 是 一 个 格 ， 在 入 中 建立 另 一 个 
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序 ， 
axb iff ba, 
则 (X， 震 ) 仍 是 一 个 格 ， 称 为 (*X， 万 ) 的 对 偶 格 ， 是 
a 入 b=aVb, mV <b=a/\b. . 

例 1.3.17 设 久 为 由 集合 A 到 实数 集 R 的 函数 全 体 的 集 
合 ， 对 于 /、g€ 六， 当 x E A， 异 有 f(z) 三 g (7z) 时 ， 规 定 为 f 志 
9。 则 “和 ”为 六 上 的 序 关 系 ， 而 ( .六 ， 志 ) 构 成 格 ， 且 

(FA 人 9)z =min{f (7), g(x)), z 
(fVor=max{f(rz),， g(x)}. 

定理 1.3.18 格 中 下 述 性 质 成 立 ; 

《1 ) 容 等 律 ，X 八 ZX =z， 

(2 ) 交换 律 ， xz 八 y=y 信 zz， 

《3 ) 结合 律 ，(T 八 y) 人 z=z 八 (y 人 2)， 

(4) 吸收 律 zx 八 (zVy)=z.。 

证 (1) 和 (2) 是 显然 的 。 

证 (3) 设 4=《(z 八 y) 八 z, 由 定义 u 志 + 作 y, 且 wuz， 从 而 
uz, 且 Wy, 同时 xx 委 z。 因 sy， 同 时， 委 >, 故 xx 委 y 人 z。 于 是 
有 4szA 人 (7y 人 >z)， 即 ! 为 {z,y 人 z} 的 一 个 下 界 . 设 @ 为 {z,y 八 z} 
的 任意 下 界 , 于 是 @<z， 且 o<yAz， 从 而 osy， 上 且 o<z。 由 
or 和 @ 和 yy 有 @ 委 zZ 人 由 这 和 @ 委 z 则 @ 是 {z 人 yz} 的 一 个 
下 帮 , 但 4 = (7 八 y) 八 2， 故 @ 夺 4， 于 是 4 是 {I，y 八 z} 的 下 确 界 ， 
外 (3) 成 立 。 

证 (4) 由 z+7， 且 XX*Vy, 故 z 为 {fr，zVy} 的 一 个 下 界 
设 > 为 {z，zVy} 的 任意 下 界 ， 由 定义 ， 显 然 有 z <z， 从 而 z 是 
(Z，7VYI 的 下 确 界 。 故 得 (4 )。 QE.D. 

定理 1.3.19 格 中 下 述 性 质 成 立 ， 
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(1 ) 知 等 律 ，zVz=z， 

(2 ) 交换 律 TVy》=yVzY， 

(3) 结合 律 ，(zVy)Vz=xzV(yVz2)， 

《4 ) 吸收 律 ， TV (zx 八 y) =z。 

证 ”由 V 和 和 八 的 对 偶 性 ,由 定理 1。3。18 即 知 . (cf。 例 1.。 
3 。16。) Q … 下"D， 

由 此 可 见 ， 当 有 序 集 (A， 关 ) 是 格 时 ， 恒 可 确定 z 人 > 及 zV 
y， 且 定理 1 。3 。18 和 定理 1 。3 。19 成 立 。 这 一 事实 启 示 我 
们 给 出 格 以 另外 的 定义 ， 即 有 下 列 : 

定义 1.3.20 在 非 空 集 A 中 ， 定 义 的 运算 人 ，V， 若 满足 
定理 1. 3 .18 和 定理 1 。3 。19 的 四 个 性 质 ， 则 称 (A， 八 ,V) 
为 格 。 

这 两 个 格 的 定义 有 什么 关系 呢 ? 下 列 定理 给 以 回答 。 

定理 1.3.21 定义 1 .3 .13 中 给 出 格 的 定义 和 定义 1. 3 .20 
中 给 出 的 格 的 定义 是 等 价 的 . 

证 ”上面 我 们 已 证 了 “定义 1 . 3 ,13 之 定义 1 ,3 .20? ,下面 
证 充分 性 . 

1 ) 先 证 ， 命 

ry iffrAy=z, 

则 (X， 三 ) 是 一 个 半 序 集 。 

实际 上 , 设 I 志 y, yz。 则 z=z 八 y, y=y 八 2。 由 结合 律 有 
TX 人 (yy 八 2) = (Zz 八 y) 八 2=z 八 2。 于 是 ，X =z 作 y=z 人 (y 八 z) = 
YA 人 z 故 工 系 z。 

2 ) 再 证 ，z 人 ?7 =inf{tz，y)}，zVy=sup{(rz，y}。 因 

(zZ 八 y) 人 z =7 人 (Cr 和 人 23) = (ZN 人 z) 人 人 y=7YAN 人 y， 
故 由 过 的 定义 有 z 人 >y 丢 z。， 园 样 有 zA 人 yy 和?。 故 z 人 y 是 {1z，y》 
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的 一 个 下 界 。 设 z 为 {r，y) 的 任意 一 个 下 界 , 即 > 和 rz，><y， 由 
志和 的 记 义 知 z=z 八 z，z =z 八 y。 代 入 则 得 2 = (z 八 x) 作 yxy。 由 结 
合 律 有 z=zA 人 NA(zAy)。 故 有 > 和 人 (Z 人 y), 即 YN 人 y 为 1z，y 的 下 
” 确 界 ， 亦 即 z 八 y=inf{z，y}。 

大 Ty， 则 z=xz 八 y》， 由 定理 1 . 3 .19 的 (4 ) 有 

y=yV(yYANz)=yV(rIAy)= yyVrI= TVy, 

Br Vy= sup{tx, y}, QE.D. 

我 们 再 给 出 关于 格 的 几 个 定义 。 

定义 1.3.22 设 (X, 八 ,V) 是 一 个 格 , 如 果 X 的 势 或 
(| 和 X 1) 是 有 限 基 数 时 ， 称 它 为 有 限 格 。 

定理 1.3.23 设 (和 X， 人 ，V) 是 一 个 格 ，AEGCX, 且 

Va, bE A>aN\LbE A, aVb€ A, 
则 (A， 八 ，V) 是 一 个 格 ， 称 为 格 (X， 八 ，V) 的 子 格 。 
Q。E。D。 

最 后 ， 我 们 给 出 上 半 格 和 下 半 格 的 定义 。 

定义 1.3.24 在 半 序 集 〈X， 到 ) 中 ， 如 果 对 于 任 意 的 元 
. 素 Z，yEX， 

TVy= sup(r, y} 
恒 存 在 时 ， 则 称 为 上 半 格 ,车 
TAy=inf{zx, y} 

恒 存在 时 ， 则 称 为 下 半 格 . 


显然 ， 有 下 列 ， 
定理 1.3.25 一 个 半 序 集 (X， 反 ) 是 一 个 格 的 充 要 条件 是 
它 婚 是 一 个 上 半 格 ， 又 是 一 个 下 半 格 。 Q.E.D. 
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本 书 中 经 常 采 用 下 列 记号 ， 
1。 取 自 集 合 论 中 的 记号 
aE A， 表示 4a 是 A 的 元 素 ，。 
ACB， 表 示人 A 是 B 的 子 集 . 
P(A)， 表 示 A 和 A 的 窒 集 ， 或 A 的 子 集 全 体 作 成 的 集合 。 
4 少 ， 表 示 空 集 。 
A NB， 表 示 A 与 B 的 交集 、 
AUB， 表 示 A 与 B 的 并 集 。 
ACB， 表 示 A 是 B 的 真子 集 ， 
CA， 表 示 A 的 余 集 。 
AAB, 表示 A 与 B 的 对 称 差 ， 即 集合 (A-B)U(B-A)， 
(a，5) ,表示 二 元 序 对 ， 
(abc)， 表 示 三 元 序 对 。 
AxB， 表示 A 与 B 的 笛 卡 尔 积 ， 即 {(ac，b);， 
a€ AHLEB)., 
D(f)， 表 示 映 射 的 定义 域 . 
R(f)， 直 示 映 射 { 的 值 域 。 
fg ， 表 示 上 映射 g 与 映射 { 的 合成 ， 即 fog。 
f-!。 表 示 首 映射 . 
f |A ， 表 示 映 射 f 在 A 上 的 限制 . 
IA| = A， 表 示 集 合 A 的 势 或 基数 。 
[op]， 表 示 4 委 z 委 b， 称 为 闭 区 间 。 类 似 地 有 开 区 
间 等 。 


2。 取 自 代 数学 中 的 符号 
群 (G，。…)， 表示 集合 以， 为 运算 作成 一 个 群 。 
群 (G，。.,e)， ”表示 e 是 群 0 的 一 个 恒 等 元 . 
a*!, a€EG, 表示 a 的 逆 元 素 ，。 
a’, 表示 a 。 a， 
环 (G, 十 ，。)， 表示 和 集合 以 +，* 为 运算 作成 一 个 环 。 
环 (， +，。，0, 1)， 表 示 0 是 零 元 ，1 是 单位 元 . 
半 序 集 (3， 三 )， ”表示 集合 ?具有 关系 委 作 成 一 个 半 序 集 。 


inf A， 表示 集合 A 的 下 确 界 。 

supA， 表示 集合 A 的 上 确 界 。 

格 (A， 人 ,V)， 表示 集合 A 具 有 运算 人 及 V 作为 一 个 格 。 
格 (A， 扫 )， 表示 集合 A 具 有 关系 委 作 成 一 个 格 。 


上 半 格 (A，V)， 表示 集合 A 具 有 运算 V 作 成 一 个 上 半 格 。 
下 半 格 (A， 八 )， 表示 集合 A 具 有 运算 人 作成 一 个 下 半 格 . 
3。 取 有 自 拓扑 学 的 记号 


空间 X， 表示 拓扑 空间 X，。 

空 闻 (X， 了 ZF)， 表示 集合 X 以 9 为 拓扑 作成 一 个 拓扑 空 
间 。 

了 生 好 ,或 四 和 四 ， 表 示 同 一 集合 上 两 个 拓扑 和 和 好 ， 且 和 粗 
于 of . 


(KX,.F)xXx(Y, gf), 表示 拓扑 空间 (X， 多 ) 与 (Y， 录 ) 的 乘积 
空间 ， 简 记 为 XxY。 
T;,,0<<i<6, 表示 分 离 性 。 
C。!= 1，2， 表示 可 数 性 ， 
拓扑 群 (X，*,， 了 )， 表 示 集 X，… 为 运算 , 多 为 拓扑 的 拓扑 群 。 
A, A', 表示 集合 A 的 闭 包 及 内 部 . 
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4。 逻辑 及 书面 记号 


僵 ， 表示 歼 涵 。 

<>， 表示 等 价 。 

iff, 表示 当 且 仅 当 。 

“=>”， 表示 必要 性 。 

《<”， 表示 充分 性 。 

V， 表示 任意 。 

3， 表示 存在 。 

', (或 /)， 表示 否定 。 

3， 表示 唯一 存在 。 

Q. E. D,, 表示 证 明 完 毕 或 留 给 读者 作 习 题 (如 不 证 
明 的 话 ) 。 

cf 。， 表示 人 参看。 


cf. HH. 2,， 表示 参看 第 二 章 第 2 节 。( 没 有 cf。 同 .。) 
cf 。 定 理工 .3.1， 表 示人 参 看 第 二 章 第 3 节 的 定理 1 。 (没有 
cf。 同 。) 
定理 3.2， 表示 本 章 第 3 节 的 定理 2 . 
5。 本 书 中 关于 BCK、8CI 及 BCH- 代 人 数 引 入 的 记号 这 里 不 一 
一 列 入 ， 请 读者 注意 定义 。 、 


第 二 章 BCK- 代 数 概要 


我 们 在 这 一 章 中 简要 地 介绍 BCK- 代 数理 论 。BCK- 代 数理 
论 是 很 丰富 的 ， 已 经 发 表 的 论文 很 多 ， 不 在 这 里 作 一 一 介绍 。 我 
们 只 根据 这 本 书 的 和 需要， 对 BCK- 代 数理 论 作 简略 的 介 绍 。 这 个 
介绍 大 体 上 以 [C19] 为 基础 ， 内 容 比 [19] 要 多 。 这 一 章 共 分 十 二 
节 ， 基 本 上 是 从 定义 和 性 质 、 几 个 重要 的 类 型 及 生成 新 的 BCK- 
代数 三 个 方面 子 以 叙述 。 本 章 中 我 们 也 对 一 些 中 国 作者 的 工作 作 
简略 介绍 。 


$1 BCK- 代 数 的 概念 及 一 些 基本 性 质 


我 们 在 这 一 节 中 先 介绍 BCEK- 代 数理 论 的 实际 背景 、 概 念 及 
一 些 基 本 性 质 。 

1。 背 景 

Y。lImai 和 KK.,Iseki 引 进 BCK -代数 理论 有 两 个 实际 背景 ,一 
是 集合 论 ， 二 是 命题 演算 .。 

在 集合 论 中 有 三 个 基本 运算 并、 交 和 差 。 如 果 我 们 同时 考 
虐 并 、 交 和 差 三 个 运算 ， 那 么 作为 这 些 运算 和 特性 的 一 般 化 ， 便 
可 产生 Boole 代 数 。 如 果 只 考虑 并 和 交 两 个 运算 ， 其 一 般 化 的 代 
数 ， 可 7) 生 格 论 ， 如 果 只 考虑 差 这 一 个 运算 ， 并 将 差 的 某 些 特性 
一 般 化 ， 便 产生 了 BCK- 代 数 . 我 们 可 以 把 这 些 说 法 用 一 个 图 直 
观 地 反映 出 来 。 
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并 
一 站 论 图 2 一 1 


Boole 代 数 < 一 一 
差 一 ->BCK- 代 数 


格 论 和 Boole 代 数 是 人 们 熟知 的 (关于 Boole 代 数 的 概念 可 参看 
C2，3， 5 或 本 章 3 5]， 而 BCK- 代 数 正 是 我 们 要 介绍 的 。 
我 们 知道 ， 在 集 论 中 ， 差 的 运算 满足 下 列 性 质 ， 在 P(X) 中 
成 立 ; 
1° (A-B)-(A-C)EC-B, 
2° A~(4-B)EB, 
3” ACA, 
4” 9E 4， 
5° 4CB，BC4>>4= 了 万 ， 
6° 4CDBP<e>4- 忆 = 小 
上 述 六 个 性 质 中 3"，4 ,5 是 由 “CE” 的 定义 知道 的 , 而 1”， 
6 是 不 难 推 得 的 。 
我 们 再 来 看 命题 演算 (cf。 [2)), 设 在 集 论语 言 中 ，p， 
Y，7? 为 命题 ，F 表 示 恒 错 的 命题 ， 则 成 立 下 列 各 式 ; 
1” {(p>q9)>(p>7)I>(r>9), 
2 [p> (p>9))—g, 
3° p->p, 
4 
5 


29 


” Fp, 

~ (p>q) 八 (g>p)—>p=g, 
这 里 《〈 仅 在 这 里 ) “一 ”表示 “蕴涵 ”，“ 人 ”表示 “ 且 ”， 
“二 ”表示 “等 价 ”. | 

我 们 容易 看 出 ， 上 述 两 组 性 质 是 非常 相似 的 。 把 这 些 性 质 折 
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象 出 来 ， 便 产生 了 BCK -代数 。 

2。BCK- 代 数 的 定义 及 例子 

1966 年 ，Y。Imai 和 开 。JTsski 在 [17] 中 引入 了 BCR- 代 数 ， 
即 有 有 下列; 

定义 1 设 X 是 一 个 具有 二 元 运算 六 及 一 个 第 元 0 的 集合 。 
如 玉 它 注 足 : 

( 工 ) 〈Zz 洲 y) 沙 人 水 2) 和 2 六 

(I )〉z 冰 (zx 冰 >) 二 yy， 

《四 ) rz, 

(WV) 0<z, 

(VY) 7Z<y，y 和 7 二 7 二》 

(VW) 并 魏 y< 和 >7 沙 y=0， 
则 称 它 为 一 个 BCK- 代 数 ， 简 记 为 BCKR- 代 数 ( 必 水。 0 >， 且 
称 ^ 为 它 的 基础 集 . 

由 于 (WW》， 公 式 《1 一 了) 也 可 改写 为 ， 


CC(z 水 y) 亲 (Xz 水 z)J 冰 (z 冰 y)= 0， 《1) 

Kxz 水 (水 y)] 阔 y= 0， (2) 

x 水 X=0， 《3) 

0 冰 工 = 0， (4) 

Z 沙 y=y 水 = 0 之 = yy。 (5) 
为 方便 起 见 ， 改 记 〈(W) 为 : 

zx*y= 0 < 入 学 2 委 y。 (6) 


以 后 我 们 常 把 BCK- 代 数 的 这 六 条 公理 简称 为 公理 人 -i， 
i 二 1,2,，,3，4,5,，6， 有 时 其 至 简称 为 人 K-i, i = 1，2，3，4， 
,6. 

我 们 来 看 BCK- 代 数 的 几 个 例子 ，。 
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例 1 设 X 是 任 一 集合 ，P(X) 是 它 的 完 集 ，“- ”是 焦 合 的 
差 运 算 ， 中 是 空 集 ， 有 《P(X)， 一 中 ) 是 一 个 BCK- 代 数 。 
例 2 设 X= (0}，X 中 的 运算 冰 定 义 为 ; 
水: 0 沙 0=0。 
则 <X， 水 ，0 > 是 一 个 BC 开 - 代 数 ， 称 为 平凡 的 BCK- 代 数 。 
例 3 设 和 ={0，1，2，3}，X 中 的 运算 炒 定 义 为 


OO OO. 


则 <X， 冰 ，0 > 是 一 个 BCK -代数 。 


例 4 设 入 = {0， 1，2，…… 9 从 》， 入 中 的 运算 亲 
定义 为 : 
: 0 ， 行 z 委 2 
z*y=1 


TI-y， 在 y<z 
则 《8 半 ，0 > 是 一 个 BCK- 代 数 。 
例 5 设 X={0，1，2， 9 Py }。 和 XX 中 的 运算 六 
定义 为 : 
0， 洛 工友 y， 
7 若 y<z， 且 yx 0， 
7Z， 行 y<z， 且 y= 0， 
则 和， 米 ，0 > 是 一 个 BCK -代数 。 
3。8BCK- 代 数 类 
在 研究 BCK- 代 数理 论 时 ， 除 了 要 知道 BCK-- 代 数 的 概念 、 
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产生 的 背景 外 ， 首 先 要 弄 清 我 们 研究 的 对 象 ， 自 然 地 ， 我 们 研究 
BCK- 代 数理 论 其 研究 对 象 是 一 切 BCK- 代 数 。 这 里 就 会 出 现 几 
个 很 自然 的 问题 ， 即 下 列 ， 

问题 1 一 切 BCK- 代 数 作成 一 个 集合 ， 还 是 一 个 真 类 ? 这 
是 …: 个 真 类 问题 。 ( 注 1. 见 本 书后 的 注 记 中 的 第 1 条 ， 下 同 .) 

这 里 ， 一 个 真 类 是 一 个 类 ， 而 非 集合 ( 见 C183)， 我 们 还 可 以 
提出 下 列 ， 

问题 2 对 于 任意 的 基数 Y > 0 ， 是 否 存 在 基数 为 Y 的 BCK- 
代数 呢 ? 这 是 一 个 基数 问题 ( 注 2) 

此 外 ， 我 们 还 有 下 列 ; 

问题 3 BCK- 代 数 类 是 否 (2 ，0 ) 型 代数 类 的 一 个 真子 类 ? 
为 了 方便 起 见 ， 我 们 把 这 里 所 说 的 两 个 类 分 别 简 记 为 BCK- 类 和 
(2 ，0 ) 类 ， 显 然 有 下 列 包含 关系 (类 的 包含 )， 

BCK- 类 CC (2 ，0 ) 类 ， 
这 个 问题 是 问 这 个 包含 式 是 否 真 包含 。 这 个 问题 称 之 为 真子 类 问 
题 。( 注 3) 

这 三 个 问题 是 BCK- 代 数 类 的 真 类 问题 、 基数 问题 和 真子 类 
问题 .对 于 我 们 以 后 要 研究 的 BCK- 代 数 类 的 每 一 个 子 类 , 也 存在 
类 似 的 真 类 问题 、 基 数 问题 及 真子 类 问题 ， 不 过 有 时 随 研 究 对 象 
而 略 有 不 同 。 现 在 ， 我 们 来 解决 关于 BCK- 代 数 类 的 这 三 个 问 
题 。 我 们 先 给 出 下 列 几 个 引 理 ， 

引 理 1 设 X 是 一 个 半 序 集 ， 半 序 关系 为 <，X 中 有 最 小 元 
0 ， 但 是 X 中 任何 两 个 非 零 元 在 关系 和 下 不 可 比较 ， 定 义 X 中 的 
运算 水 为 : 

T， 当 TI 和 y 不 成 立时 ， 
Z 冰 了 = 《7 ) 
0， 当 z 委 7 成 立时 。 
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则 (X， 米 ，0 > 是 一 个 BCK- 代 数 ， 

证 “ 易 验 证 (X， 水 ，0 是 满足 民 -1 一 区 -5 的 《〈 疏 -6 不 必 验 
证 ) ， 因 此 它 是 一 个 BCK- 代 数 ， Q.E.D. 

引 理 2 ( 注 4)》 ”对 于 任何 非 空 集合 X 可 构造 一 个 以 入 为 基础 
集 的 BCK- 代 数 . 

证 内 为 X 是 一 个 非 空 集合 ， 放 可 任 取 zxEX, 且 记 之 为 0 。 

如 果 X 仅 有 0 这 一 个 元 素 ， 地 X= {0}， 那 么 在 X 中 定义 运 
算 冰 为 ，0 炒 0 = 0 。 则 容易 验证 (X， 洲 ，0 》 是 一 个 BCK-- 代 
数 ， 且 以 X 为 基础 集合 。 | 

一 般 地 ， 我 们 在 X 中 先 建立 一 个 半 序 关系 三 :对 于 任意 的 zx 
EX， 命 0 三 Xx，Z 世 7; 对 于 任意 的 z，yEX，7r 关 7y，7z 大 0， 
y 关 0 ，z 与 y 不 可 比较 。 易 知 ,(X， 扩 ) 是 一 个 半 序 集 。 在 X 中 
定义 二 元 运算 米 同 (7)， 则 由 引 理 1 知 ， (Xi 米 ，0》 是 一 个 
BCK~- 代 数 ， Qe.BE.。.D. 

现在 ， 我 们 有 下 列 ， 

定理 1( 广 5】) 对 于 任意 的 基数 Y> 0 ， 存 在 基数 为 Y 的 一 个 
BCK- 代 数 《〈 即 其 基础 集 的 基数 为 了 )。 

证 ”对 于 任意 的 基数 y， 命 X 表 示 由 小 于 Y 的 一 切 序数 作成 的 
集合 ， 则 X=Y， 故 (X， 水 ，0 > 是 基数 为 Y 的 一 个 BCK- 代 数 ， 
这 里 取 序数 0 为 0 元 ， 运 算 米 如 (7 ) 定 义 ，Q、E. DD. 

推论 1 “对 于 任何 一 个 自然 数 n， 存 在 元 素 个 数 为 的 一 个 
BCK -代数 。 Q.E.D.、. 

”定理 1 给 BCK- 代 数 类 的 基数 问题 以 肯定 问答。 为 了 方便 起 
见 , 我 们 把 定理 1 证 明 中 构造 的 基数 为 y 的 BCK- 代 数 《X; 冰 ， 
0 > 记 为 Xy。 显 然 ， 如 果 基 数 Y 关 基数 a, 那 么 Xr X。 于 是 ,我 
们 有 下 列 ， 
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推论 2 (和 6) ”一切 BCK- 代 数 作成 一 个 真 类 。 Q. E. 了 D. 

这 就 给 BCK- 代 数 类 的 真 类 问题 一 个 肯定 的 回答 。 定 理工 的 
证 明 中 提供 了 一 个 由 已 知 集合 构造 BCK- 代 数 的 方法 ， 下列 例 子 
给 出 了 n=5 时 按 定理 1 证 明 方法 构造 的 一 个 BCK- 代 数 。 对 于 
为 其 它 自然 数 的 情形 可 类 似 地 构造 出 来 . 

例 6 设 X={0，1，2，3，4)，，X 中 的 二 元 运算 水 由 
下 表 给 出 


0 1 2 3 4 


rr -— 一 一 CC 人 CC 


0 


Hr 

§ 
i 
rH 司 关心 
DO 


1 
2 
0 
4 多 
则 <X， 米 ，0) 是 基数 为 5 〈 对 于 有 限 基数 情形 也 称 为 阶 ， 如 此 
处 为 阶 是 5 ) 的 BCLK- 代 数 。 

为 了 方便 起 见 ， 我 们 给 出 下 列 ; 

定义 2 一 切 BCK- 代 数 作成 的 类 称 为 BCK- 代 数 类 . 

下 面 的 定理 对 BCK- 代 数 的 真子 类 问题 以 肯定 的 回答 ， 

定理 2 ( 注 7)】 一 切 (2 , 0 ) 型 代数 作成 一 个 真 类 , 称 为 (2， 
0 ) 型 代数 类 。BCK -代数 类 是 (2 ，0 ) 型 代数 类 的 一 个 真子 类 ， 

证 显然 ， 任 一 BCK- 代 数 都 是 (2 ，0 ) 型 代数 ， 而 由 定理 
1 的 推论 1 知 ，BCK- 代 数 类 是 一 个 真 类 ， 从 而 (2 ，0 ) 型 代数 
类 龙 一 个 真 类 。 至 于 第 二 个 结论 成 立 是 由 于 我 们 可 以 找 出 一 个 

《2 ，0) 型 的 代数 ， 它 不 是 BCK- 代 数 ， 这 由 下 列 例 7 给 出 。 

Q.E。D。 
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例 7 设 X={10，a)，X 中 的 二 元 运算 米 由 下 表 给 出 : 


洲 | 0 a 
0 10 a 
a la 0 ， 


则 《X， 米 ，03 是 一 个 (2 ，0 ) 型 代数 ， 但 它 不 是 一 个 BCK- 代 
数 ， 因 为 0 冰 4=a= 0. 

我 们 在 这 里 作 两 点 说 明 ， 

(1) 一 般 地 讲 ， 如 果 和 XX 是 一 个 有 限 的 BCK- 代 数 ， 如 果 列 
出 运算 洲 的 表 ， 由 于 长 -4， 这 个 表 的 第 一 行 应 当 全 是 0 。 

(2 ) 一 个 (2 ，0 ) 型 代数 实际 上 就 是 一 个 广 群 。 因 此 ， 定 
理 2 实际 上 说 明了 BCK~ 代 数 类 是 一 切 广 群 作成 的 类 的 一 个 真子 
类 。 

4。BCK- 代 数 的 一 些 基本 性 质 

对 于 BCLCK- 代 数 ， 我 们 有 下 列 性 质 ， (参看 [19)。) 

定理 3 在 BCK&- 代 数 (X 水 ，07> 中 成 立 : 


1 ) zy 和 坊 z 冰 yy 所 2z 冰 TI， V2EX， (8) 

2 ) zY 委 7y，y< 委 2 全 并 < 扫 z。 (9) 

证 1) 设 z 万 y。 由 (1) 有 z 
《z 水 y) 水 (z 沙 Z) 委 (Z 沙 y)。 


因为 + 三 y， 故 7 冰 y= 0， 从 而 
(z 亲 了 ) 灯 (z 冰 Xz) 三 0， 
由 (WW) 有 0 志 (z 闵 y) 冰 (z 闵 7)。 再 由 《Y》 知 ， 
(z 冰 y) 冰 (z 冰 7)= 0 。 
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由 《和 如) 有 z 沙 y 委 > 水 2Z。 
2 ) 设 z 和 >y，y 失 z， 击 y 生 z， 据 《8) ， 有 


Z 水 2z 委 2 水。 
由 于 xz 委 y， 故 z 六 y= 0， 从 而 〈 同 1) 中 那 伴 证 明 可 有 ”? 
2Z 阔 zZ= 10， 
即 z 志 >， Q ED 


定理 4 ”如果 (X 水 ，0 是 一 个 BCK- 代 数 ， 则 入， 到 ) 是 
具有 坡 小 元 0 的 一 个 半 序 集 ， 
证 由 (9) 及 (W) 知 ， QE D.、. 
下 面 我 们 给 出 BCK- 代 数 的 一 个 重要 性 质 ， 即 有; 
定理 5 在 BCK- 代 数 (X; 水 ，0 ) 中 成 立 
(Xz 冰 》) 闵 z= (XI 冰 2) 冰 y， (10) 
其 中 zx，y，z 是 入 中 的 任意 三 个 元 素 。 
证 由 于 (I1》 有 
(7 六 >) 亲 (zx 冰 2) 志 (2z 闲 y)。 
由 《8) ， 对 于 任意 的 uw€X 有 
u 冰 (z 冰 》) 硅 4u 阔 ((z 冰 》) 亲 (zx 冰 2)). (C11) 
在 《11) 中 用 z 亲 4 代 蔡 z，z 闵 z 代 蔡 z,《(z 闲 们 冰 (z 闲 t)) 代 替 oo 
则 有 
《((z 六 起 水 >) 水 (z 冰 起 ) 闲 ((x 冰 2) 冰 >》) 
夺 《(《z 末 臣 末 3) 米 (2z 灯 习 ) 炒 (((x 米 习 冰 》) 
冰 ((z 冰 来 (2 闵 2)))、， 
册 由 〈11)》 知 ， 上 式 的 右 端 等 于 0 ， 故 
((4z 炒 蕊 炒 y) 阔 (《z 冰 的 ) 阔 (CCz 米 z) 沙 y)= 0， 
从 而 
《《I 冰 由) 炒 ) 头 (2 亲人 0) 三 (z 冰 2) 六 yy， (12) 


在 (12) 中 令 w=z，z=z 冰 y， 则 有 
《(X 亲 z) 冰 y) 冰 (C(x 来) 冰 z) 志 (Czx 闲 (z 冰 》)) 冰 >。 
由 《1 〉， 此 式 右 端 为 0， 故 
(《(z 冰 2) 冰 》) 冰 ((《z 冰 2z) 冰 2z)= 0， 


# 


所 以 ， 
《z 阔 2z) 米 y 委 (z 阔 yy) 水 z。 
将 y，z 互 换 ， 便 有 (z 阔 y) 阔 z 丢 (z 沙 z) 水 y。 由 (Y ) 而 知 (10)。 
Q.E.D. 

1984 年 5 月 西北 大 学 数学 系 孟 杰 (49) 给 上 述 必 。IsEki 定 理 如 
下 一 个 简单 证 明 ，Vx，y，z EX， 由 KK-2 知 ，z 冰 (z 沙 z) 志 z， 
由 定理 3 的 1 及 2) 知 ，(z 阔 y) 水 z 委 (z 水 y) 米 (z 阔 〈z 水 z) ) 去 
(z 沙 z) 沙 2( 据 发 -1)。 互 换 y 与 z 又 得 (z 阔 z) 洲 y 委 (zx 米 y) 阔 z。 
由 天 ~- 5 知 (10) 成 立 。 QE.D. 

下 面 一 个 定理 中 我 们 再 给 出 BCK- 代 数 的 几 个 性 质 ， z 

定理 6 在 BCK- 代 数 (X， 冰 ，0》 中 对 于 任意 的 z+，y，2z 
XX 有 

1) Z 炒 》 魏 z? 仿 Z 沙 z 魏 》。 (13) 

2 》YTY 委 y 僵 2 水 2z 魏 7y 沙 z 及 z 冰 y 志 2z 六 x， (14) 

3 ) I 水 yz。 (15) 

4) ZX 冰 0=z, (16) 

证 1) 设 z 洲 y 委 z， 即 

(z 阔 y) 阔 z= 0 。 
由 (10) 知 ， 
《Z 沙 z) 沙 y= 0， 

故 z 米 z 委 y。 

2) 设 zy， 第 一 式 即 为 《8) ， 只 要 证 第 -: 式 。 出 
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(1) 知 
(Z 阔 z) 沙 (z 沙 7y) 魏 7y 炒 z。 
由 〈13) ， 从 上 式 知 ， 
《z 关 2z) 阔 (人 y 沙 2z) 三 Z 沙 y。 
因 z 和 y， 即 z 沙 y= 0 ， 故 
(ZI 冰 z) 冰 (y 冰 2)= 0。 
因此 ，(z 阔 z) 和 (7 水 z)。 
3) 由 (下 )，(N) 及 (VM) 有 
Z 冰 2Z= 0 委 y。 
-由 (13) 有 
2 阔 y<I。 
4) 据 (15)〉 ， 对 于 任意 的 zE 入 有 
zZ 阔 0 <x, 
男 一 方面 ， 由 (下 〉》 有 
Z 沙 4z 沙 0) 和 0 


故 
Z 阔 (z 沙 0)= 10， 
即 
7Z< 2Z 沙 10。 
由 (WW)〉 有 
2Z 冰 0 =z, Q.E.D. 


注意 ， 公 式 (16) 是 BCK- 代 数 的 一 个 重要 性 质 。 由 (16) 
可 和 若 ， 对 于 一 个 有 限 的 BCK- 代 数 (X， 炒 ，0 来 说 ， 其 乘法 才 
中 峭 一 列 的 元 素 即 为 和 本身 的 元 素 依 次 列 出 。 结 合 定义 中 的 公理 
(下 ) 及 〈)》， 我 们 可 以 画 出 : 
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区 了 0 
了 1 了 0 


冬 法 表 中 尚 有 两 个 三 角形 块 则 是 根据 具体 情况 另行 填 入 的 。 
了 解 这 些 悄 况 无 疑 地 对 于 上 其 体 计算 及 构造 例子 是 非常 方便 的 。 


8$ 2 运算 入 及 可 换 的 BCK- 代 数 


在 这 一 节 中 我 们 首先 在 任意 的 一 个 BCK -代数 中 引 进 一 种 运 
算 人 和 人， 然后 引入 一 类 重要 的 BCK- 代 数 一 一 可 换 的 BCK- 代 数 . 
并 且 讨 论 这 和 神代 数 的 儿 个 特征 性 质 ， 


1 运算 和 

定义 ! 《X， 冰 ，0) 是 一 个 BCK- 代 数 。X 中 的 一 个 二 元 运 
算 八 定义 为 ， 

八 ; Z 人 yy= y 闵 (y 亲 2)， (1) 

运算 人 有 下 列 性 质 : 


定理 1 在 BC 共 -~ 代 数 (X， 水 ，07> 中 ， 对 于 任意 的 zyEX， 
成 立 : 


1 ) rN\yr, tAyEy. (2) 
2 ) zx 八 y 是 + 与 > 的 一 个 下 界 。 

3) rzAZz=7, (3) 
4)7XA0=0 人 z= 0. . (4) 
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证 1) 由 (1) 知 ， 
rt 八 y》= [yy 水 (水 ZJ)]sT。 
又 因 
y 沙 y= 0 到》 水 zs? 
再 由 8 1 中 13) 知 ， 
rAy=yx*(y*7)<y. 
2 《2) 知 ，z 人 ?是 z 与 y 的 一 个 下 界 。 


3 ) xz 人 z=z 冰 (x 冰 z)=z 冰 0=z， 后 一 等 式 是 由 于 $ 1 中 
(16) ， 


4)7A0=0 六 (0 水 Z)= 0， 
0 人 z=xz 沙 (z 洲 0 ) =z 沙 zz= 0, 后 二 等 式 分 别 据 $ 1 中 的 


(16) 及 (3 ). QE.D. 
注 1 定理 1 的 2) 指出 了 ，z 八 y 是 z 和 > 的 一 个 下 界 ， 但 
z 人 yy 不 必 为 zz 与 了 的 下 确 界 。 


注 2 一 般 地 zA 人 y 不 必 等 于 y 人 z。 
例 1 设 X= (0 ,ap5，cy。 和 中 的 二 元 运算 水 由 下 表 给 出 ， 


010 0 0 0 
ala 0 0 a 
pl D a 0 5 
clec 0 0 0 


“ 则 4， 阔 ， 0 > 是 一 个 BCK- 代 数 。(cf。 3 1 例 3.) 
我 们 容易 算出 ， 

a 八 c=c 亲 (c 亲 a)=c 亲 0 =c， 

c 人 da=a 六 (ca 水 c) = a 冰 4a= 0， 
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即 有 c 人 c 闪 c 人 a。 
我 们 从 上 面 乘 法 玫 还 可 以 看 出 一 个 事实 ， 
c 冰 a= 0 ， 
即 c<a。 《 因 ca。) 于 是 ， 我 们 有 
cAa= 0 <c=inf{a, c}<a, 
这 给 出 了 cA 八 a 与 inf{a，c)? 不 相等 的 一 个 具体 例子 。 
这 样 ， 我 们 有 必要 研究 z+ 八 y= ?人 z 成 立 的 BCK- 代 数 。 
2。 可 换 的 BCK- 代 数 
”定义 2 ”如 果 BCK- 代 数 (X 水,0> 中 对 于 任意 两 个 元 素 z， 
y 和 人 有 
z 人 y=yAz， (5 ) 
那么 称 它 是 一 个 可 换 的 BCK- 代 数 。 〈 由 玫 。Isski 引 入 。) 
注 ”一 个 BCK- 代 数 是 可 换 的 , 是 指 在 其 中 〈5 〉 恒 成 立 , 即 
是 关于 运算 人 可 换 的 ， 而 不 是 对 于 运算 炒 可 换 的 。 (5) 的 真实 
含意 是 : 
y 水 (37 水 Z) = 工 水 (Z 水 y)。 《57 ) 
(5') 与 
rk 六 y= y 水 工 (6) 
是 根本 不 同 的 。 为 了 区 别 起 见 ， 我 们 作 如 下 ， 
定义 3 ”如果 BCK- 代 数 (X 水,0? 中 对 于 任意 两 个 元 素 z， 
yEX 有 (6 ) 成 立 ， 则 称 它 为 一 个 运算 〈 指 水) 交换 的 BCK- 
代数 。 
例 2 设 和 ={0}， 运 算 米 定义 为 ，0 沙 0 = 0 . 则 (XI 炒 ， 
0 > 是 一 个 平凡 的 BCK- 人 代数。 显然 ，〈X， 米 ，0 > 是 一 个 运算 交 
换 的 BCK- 人 代数， 而 且 也 是 一 个 可 换 的 BCK- 代 数 ， 
我 们 在 第 五 章 中 将 得 到 下 列 结果 ， 
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定理 2 ( 注 8) 一 个 BCK- 代 数 (X， 沙 ,0? 是 运算 交换 的 ， 

则 它 一 定 是 平凡 的 . QE.D. | 

由 上 面 的 例 2 知道 ， 定 理 2 的 道 是 成 立 的 。 这 样 ， 运 算 交 换 
的 BCK- 代 数 与 平凡 BCK- 代 数 是 等 价 的 。 因 此 。 没 有 必要 再 研 
容 这 类 BCK- 代 数 了 。 因 此 。 我 们 就 考虑 关于 运算 人 的 可 换 性 问 
题 . 

下 面 我 们 再 来 看 几 个 例子 。 

例 3 例 1 中 给 出 的 BCK- 代 数 (X， 洲 ，0? 不 是 可 换 的 。 说 
明了 存在 不 可 换 的 BCK- 代 数 。 


例 4 设 X= {0， 1 ， 2 2 姑 ， )》， 中 的 二 元 运 
算 米 定义 为 
ro ， 若 z 生 y， 
T 冰 y= { 


一 ;= 


则 <X， 冰 ，0 是 一 个 可 换 的 BCK- 代 数 。 (cf。 8$ 1 例 4。) 

这 个 例子 说 明了 存在 非 平 凡 的 可 换 的 BCK- 代 数 ， 

3。 可 换 BCK- 代 数 类 

上 面 的 例 2 和 例 4 说 明了 可 换 BCK- 代 数 是 存在 的 。 现 在 ， 
我 们 要 讨论 一 下 可 换 BCK- 代 数 类 的 真 类 问题 、 基 数 问题 和 真子 
类 问题 ， 即 下 列 ， 

问题 1 一 切 可 换 BCK- 代 数 作成 的 类 是 否 一 个 真 类 ? 对 于 
任何 的 基数 Y > 0 ， 是 否 存在 基数 Y 的 可 换 的 BCK~ 代 数 ? 一切 
可 换 的 BCK- 代 数 作成 的 类 是 否 BCK- 代 数 类 的 一 个 真子 类 ? 

为 了 方便 起 见 ， 先 给 出 下 列 ; , 

定义 4 称 一 切 可 换 BCK- 代 数 作 成 的 类 为 可 换 BCK- 代 数 
类 。 
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为 了 回答 问题 1 ， 在 这 里 先 给 出 几 个 引 理 . 

引 理 1 设 X 是 具有 最 小 元 0 的 一 个 半 序 集 ， 半 序 关 系 为 
< 和 ， 其 任意 两 小 不 同 的 非 零 元 素 不 可 比较 ， 在 入 中 定义 二 无 运算 
沙 为 : 

+r Ly 当 工 魏 y 不 成 立时 ， 
z 沙 y=1 
0 3 当 TY 成 立时 ， 
则 《<X， 米 ，0 > 是 一 个 可 换 的 BCK- 代 数 ， 

证 由 引 理 1.1 知 ，《X; 水 ，07》 是 一 个 BCK- 人 代数。 现 
在 ， 我 们 只 要 证 可 换 性 。 设 +x，y 是 X 的 任 二 元 素 ， 

y 冰 0 =y， 当 y 志 7， 

z 人 y=y 冰 (> 冰 z) = 

“yy 水 y= 0， 否则 。 
同 理 ， 有 


-» TX, 当 z 委 y， 
>Az=1 
“0， 否则 。 
现在 ， 可 分 为 以 下 几 种 情形 讨论 ， 
1) 当 z=y 时 ， 则 有 
zZA 人 y=y=Z=yA 人 rz。 
2) 当 z<y 时 ， 此 时 z= 0，y 关 0 ， 从 而 
z 人 y= 0 =y 人 rz。 
3 ) 当 y<z 时 ， 此 时 y= 0 ，xzx:0， 从 而 
ZA 人 y=y= 0 =y 了 人 rz。 
4) 当 z 与 y 不 可 比较 时 ， 
rTAy= 0 =y 人 >z.。 
这 样 ， 总 是 成 立 zAy=yANz。 因 此， 以 ; 水 ，0) 是 一 个 
可 换 的 BCK- 代 数 。 Q。 上 .。D。 
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”由 引 理 1 和 引 理 1I。 2 可 知 成 立 下 列 : : 

引 理 2 (入 9) 对 于 任何 非 空 集 全 头 可 构造 一 个 以 X 为 基础 集 
的 可 换 的 人 ~ 代数 。 QE.D: 

我 们 内 人 组 出 下 列 ; 

引 理 3 存在 不 可 换 的 BCK- 代 数 。 

证 例 1 就 给 出 了 一 个 不 可 换 的 BCK- 代 数 。 Q 卫 "D， 

下 面 ， 我 们 再 举 一 个 不 可 换 的 BCK- 代 数 的 例子 ， 

例 5 设 和 X={(0，1，2，…，n,，*…}。X 中 的 运算 水 定义 


为 
0 ， XYy，, 
Xx 水 y= 本 ?<2zZ 且 y 寺 0 
Z ， 7y<z 且 y= 0 。 


容易 验证 《xf 冰 ，0 是 一 个 BCK- 代 数 。 它 不 是 可 换 的 ， 因 为 
3 人 2=2 沙 (2 水 3)= 2， 
2 人 3=3 水 (3 水 2)=3 沙 1=1， 
故 2 人 3x 关 3 和 人 2， 
现在 ， 我 们 对 本 节 的 问题 1 作出 下 列 肯定 回答 ， 即 有 : 
定理 3 { 注 10) 对 于 任何 的 基数 Y 盖 0， 存 在 基数 Y 的 一 个 
换 的 BCK- 代 数 。 从 而 ， 可 换 BCK- 代 数 类 是 一 个 真 类 . 可 
BCK-~ 代 数 类 是 BCK- 代 数 类 的 一 个 真子 类 . 
证 庆 Y>0 是 任意 的 基数 。 则 由 定理 1 .1 的 证 明 知 ，XY 
是 一 个 BCK- 人 代数。 由 引 理 1 知 ，XY 是 可 换 的 。 因 此 ， 对 于 Y>> 
0 ， 存 在 以 Y 为 基数 的 可 换 的 BCK- 代 数 . 
由 此 可 筑 ， 可 换 BCK- 代 数 类 是 一 个 真 类 . 
显然 ， 可 换 BCK- 代 数 类 反 BCK- 代 数 类 。 由 引 理 3 知 ， 可 
换 BCK- 代 数 类 是 BCK- 代 数 类 的 一 个 真子 类 ， Q.E.D. 
35 


4， 几 个 较为 复杂 的 例子 : 
例 6 设 m 是 一 个 自然 数 . 对 于 1 二 1，2， 9 1, 集 合 
A;= {di,s Qijsg > Cily js 
其 中 
Gio = 0 之 Gi;ij 达 srs di 过 soe ， 
且 
Ai 人 Ar=( 0) 1 大 jj 
命 X= U 4;,X 中 定义 一 个 二 元 运算 水 ， 对 于 任意 的 z,yEX， 


0， Ty, 
TX 冰 Y= 1 9is PR 一 六 y<7z 且 zz=aa， y= au 
\z, 和 否则。 


则 《<X， 米 ，0 > 是 一 个 可 换 的 BCK- 代 数 ， 
例 7 X 同 例 6 ，X 中 规定 如 下 一 个 二 元 运算 # ， 对 于 任意 
的 Xx，y EAX， 


0， ry, 
工 间 二 人 即 T= Y= Qi 
Ts 其 余 。 


则 《<X，#，03 是 一 个 不 可 换 的 BCK- 代 数 ， 
例 8 设 和 是 一 个 非 空 集 合 ， 《是 入 上 定义 的 一 切实 值 函 数 
的 集合 ， 对 于 任意 的 /，9EY， 命 
0 ， f(x) g(x), 
(Uw oo 9 (7)<f (zx). 
则 KY， 冰 ，0 > 是 一 个 可 换 的 BCK- 代 数 ， 其 中 0 表示 零 函数 ， 
例 9 设 ^ 是 一 个 非 空 集合 ，Y 是 定义 在 入 上 的 一 切 非 负 整数 
值 活 数 ， 对 于 任意 的 /，g EY, 命 


(f *g) (z) = 


0， f(r)<g(r), 
0 人 | 1 g(xz)<f(r), H g(r)# 0, 
f (xz), gz)<f (xr), BH g(r)= 0. 
则 《<Y， 米 ，0 是 一 个 非 可 换 的 BCK~- 代 数 ， 
5。 可 换 BCK- 代 数 的 性 质 
我 们 在 给 出 可 换 BCK- 代 数 的 一 个 重要 特征 之 前 ， 先 给 出 两 
个 引 理 ， 它 们 本 身 也 是 简单 而 有 意思 的 性 质 。 
引 理 4 设 (X， 阔 ，0 是 一 个 BCK- 代 数 ，z，3?，z 是 入 中 
的 任意 三 个 元 素 ， 则 有 


(z 八 7) 六 y= (z 冰 y) 灯 (Zz 灯 2z)。( 注 11) (7) 
证 因 
(z 人 z) 洲 y = (z 亲 (zx 冰 2)) 亲 y= (7 冰 y) 冰 (zx 六 2)， 
后 一 等 式 是 因 定 理 1。 5.、 QE.D. 


引 理 5 设 (X 沙 ，0 > 是 一 个 BLR- 代 数 。z 和 > 是 X 中 的 
任 二 元 素 ， 且 z 委 7， 则 


y 人 z=z。 《8 ) 
如 果 X 还 是 可 换 的 ， 则 
TyT=X 八 yy。( 注 11) (C9) 
证 ” 先 证 第 一 种 情形 。 因 为 定理 1。6。4) 
Z=2Z 水 0。 (10) 


由 于 zsy， 故 z 洲 y= 0。 代 入 (10》 有 
Z=2Z 沙 (z 沙 3?) =y 八 z， 
当 X 可 换 时 ， 则 〈 据 第 一 种 情形 ) 
z=yANAz=z 人 yy。 Q ED 
我 们 有 可 换 BCK- 代 数 的 下 列 特征 : 
定理 4 BCK- 代 数 人 Xi 水 ，0 2 是 可 换 的 当 且 仅 当 它 是 关 
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于 人 的 一 个 下 半 格 ， 其 中 人 的 定义 由 《1 ) 给 出 ， 
证 “< 季 ”。 设 (X， 作 > 是 一 个 下 半 格 。 那 么 rz 人 y 是 z 坷 y 的 
下 确 界 ， 而 y 八 x 又 是 y 与 z 的 下 确 界 , 央 inf {x，y} =inf{y， 
T)， 故 t+ 八 y=y 八 z-。 由 于 x 与 > 是 X 中 的 任 二 元 素 ; 所 以 CX 
米 ，0 ?是 一 个 可 换 的 BC 有 -代数 。 
“一 ”。 设 人 xi 水，0? 是 一 个 可 换 的 BCR- 代 数 。 设 zz 和 y 
是 X 中 的 任 二 元 过 由 定理 1 的 2)》 知 ，x 八 y+, 7 人 7 委 2 
即 x 八 y 是 x 和 yy 的 一 个 下 界 。 现 证 , 当 XX 是 可 换 时 ， zx 人 y 是 > 
和 > 的 一 个 下 确 界 ， 从 而 六， 人 入) 是 一 个 下 半 格 ， 
设 > 是 z 和 yy 的 一 个 下 界 ， 即 z 碾 +，z 记 》， 现 欲 证 > 和 xz 人 
y 为 此， 作 下 列 计算 ， 
z 阔 (Z 人 y) = 2z 冰 (vy 阔 (y 六 7))。 
由 于 z 委 y， 且 是 可 换 的 ， 由 引 理 5 有 
> = z 人 y。 
因此 ， 
z 冰 (ZY 八 y) = (z 八 y) 冰 (y 冰 (y 冰 x)) 
= (y 冰 (yy 冰 引 ) 冰 (y 冰 (y 水 7))， 
由 《7) 则 有 
z 水 (人 Z 人 3y) =《(y 亲 7X) 八 y) 灯 (y 灯 2z)、 
由 于 和 是 可 换 的 ， 故 有 
z 冰 (x 八 y) = (y 八 (y 冰 7)) 闲 (y 冰 2) 
= 《(y 冰 7z) 冰 ((y 冰 7X) 冰 》)) 灯 (y 米 2) 
=《(y 冰 T) 阔 ((y 米 》) 冰 7)) 冰 (y 冰 2) 
二 《(y 亲 7X) 冰 (0 水 7)) 冰 (vy 水 2z) 
= ((y 冰 7) 水 0) 冰 (yw 水 2) 
= (水 2 水 (3 水 z)， 
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再 由 引 理 4 知 ， 
z 阔 (zZ 人 yy) = (z 人 轨 沙 z。 
再 由 引 理 5 知 ，z 八 y=z (z 三 y) 、 故 有 
z 亲 (zr 八 y) =z 水 Z= 0， 
因 2 过 x. Q.E.D. 

下 面 我 们 再 给 出 可 换 的 BCK- 代数 的 一 个 特征 性 质 即 
有 : 

定理 5 设 X 是 一 个 集合 ， 它 具有 一 个 二 元 运算 水 ， 一 个 
二 元 关系 三 和 一 个 常 元 0。 则 《XX 水 ，0> 是 一 个 可 换 的 BCK- 
代数 当 且 仅 当 和 满足 下 列 条 件 ， 对 于 和 中 的 任意 三 个 元 素 成 
Y: 

1 ) (zx 冰 》) 闵 z= (Xz 冰 2z) 冰 y， 

2 ) Zz 冰 (z 灯 y) = y 米 (y 冰 7)， 

3 )》 rr, 

4 ) 0<z, 

5) rEy, yErTSr= yy, 

6 ) YY 天 yy 入 2 一 2 和 2 

7 ) zy, >rx*y= 0。 

证 “=>”。 这 是 显然 的 ， 因 为 3)，4)，5)，7) 由 BCK- 
代数 的 定义 给 出 。 6 ) 由 定理 1 .3，2 ) 给 出 ，1) 出 定理 1.5 给 
出 ， 2 ) 则 是 可 换 性 条 件 。 

“<”。 设 % 满 足 条 件 1) 一 7)， 要 证 (Xi 冰 ，0) 是 一 个 
可 换 的 BCK- 人 代数， 只 要 证 定义 1。1 中 公理 (TI) 和 (E) 满 
足 即 可 。 

”多 证 公理 〈I) 成 立 。 设 zx，y，2z 是 入 中 任意 三 个 元 素 ， 且 
满足 
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Z 洲 7y< 委 2。 (11) 


即 
(z 沙 y) 沙 z= 0。 
由 条 件 1》 有 
(z 沙 z) 沙 y= 0 。 
从 而 
Z 阔 z< 委 y。 (12) 
现在 ， 由 于 条 件 3 ) ，(11 中 可 取 z=7x 米 y， 故 由 (12) 央 
Z 水 (Z 水 y) 安 ?。 


这 就 得 出 了 公理 《〈E) 。 
再 证 公理 《 1》 成立。 我 们 令 
Z 人 ?= 水 (y 水 Z) 。、 


由 条 件 2 ) 知 
zz 人 y=y 人 rz。 
由 于 上 面 证 过 的 公理 〈EI》 有 
Z 人 y = y 阔 (y 沙 Z) 委 z。 (13) 


这 样 ， 我 们 据 〈13) 可 以 算得 ，〈 据 条 件 1 )) 
(z 亲 >) 米 (z 阔 z) = (Z 水 (Z 水 2)) 水 3 
=《〈z 人 z) 沙 y。 (14) 
由 于 由 条 件 1) ，3) ，4) 可 有 
((z 人 z) 水 急 阔 (z 人 Nz) =((z 人 z) 阔 (z 人 z)) 水 》 
= 0 水 y= 0， 
由 条 件 7) 及 (14) 可 知 
(z 沙 y) 阔 (z 米 z) 和 2z 人 >。 
又 由 〈13) 知 > 人 xz 和 z， 故 据 条 件 6 》 知 
(zz 水 y) 水 (zz 水 z) 委 29 
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或 由 〈14) 可 有 
(Zz 阔 (Z 阔 z)) 水 yS2。 《15) 
再 来 考察 
(z 冰 (z 亲 7)) 米 (z 冰 》) = (z 阔 (z 水 y) ) 水 (4z 水 Z) 。 
据 (15) ( 令 z 换 以 y，y 换 以 z 沙 z) 有 
(z 人 zZ) 冰 (z 水 2 委 y， 
即 
((z 八 7) 冰 (z 六 >)) 冰 y= 0， 
出 条 件 1》 有 
(z 人 zZ) 沙 > 魏 z 水 y。 (16) 
于 是 ， 我 们 有 
《ZX 闵 y) 关 (Zz 六 z) = (7 冰 (7x 冰 2)) 六 > 
= (z 人 z) 水? 
<z 外 >y。 
这 就 证 得 了 公理 〈I) . Q.E-D。 
上 面 的 定理 5 是 有 名 的 KK。1lséki 一 S。Tanaka 定 理 ,.1984 年 4 
月 ， 西 北大 学 数学 系 八 〇 级 学 生 张 颐 改进 了 这 一 定理 ， 得 到 了 下 


定理 6 设 (X， 冰 0) 是 (2，0) 型 代数 ，X 上 定义 了 
一 个 二 元 关系 <， 
:XY CE Tx*y= 0 。 

则 《X， 米 ， 0 > 是 一 个 可 换 的 BCK- 代 数 的 充 要 条 件 是 满 足 ， 对 
于 X 中 的 任意 三 个 元 素 z，y,z 成 立定 理 5 中 的 1), 2 》 ，3 )， 
4) ,S)》. 

对 比 定 理 5 、 这 里 实际 上 去 掉 了 条 件 6 ). 

证 “->”。 同 定理 5 证 明 中 的 必要 性 。 
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4《<”。 同 样 只 要 验证 人 -1 和 K- 2 成 立 。 由 于 定理 5 的 证 
明 中 对 天- 2 的 验证 并 不 用 条 件 6 ) ， 故 这 里 完全 可 以 同样 地 证 
明 开 -2 成 立 。 

现在 只 需 验证 K- 1 成立。 这 只 要 直接 算 一 下 即 可 ， 注 意 此 
时 K~2 已 经 成 立 。 
因为 1》 和 2)》 有 
《(z 闲 y) 冰 (zx 冰 z)) 冰 (《z 闲 >) 
=《〈(Z 沙 (z 阔 z)) 水 7) 水 (z 水 7) 
=《〈(z 沙 (z 阔 Z)) 阔 y) 阔 (z 阔 y) 
=《(z 水 (z 水 Z)) 水 (z 阔 y)) 来 y 
= 《(z 六 (2z 冰 y)) 灯 (z 冰 7z)) 冰 y 
=《〈(z 水 (z 沙 y)) 水 ?) 水 (z 水 Z) 
= 0 米 (z 闵 zx) 
= 0 » 
最 后 的 两 步 分 别 用 到 了 K-2，3) 及 “和 ”的 定义 。 这 就 证 得 
了 K-11 成立. Q.:E.D. 
6 。 初 始 段 
在 这 一 节 的 最 后 ， 我 们 介绍 BCK- 代 数 中 的 一 个 概念 
始 段 。 这 个 概念 对 于 研究 BCK- 代 数 是 经 常用 到 的 
定义 5 设 (X， 冰 ，0) 是 一 个 BCK- 代 数 。 对 于 X 中 的 一 
个 任意 的 元 素 z， 称 X 的 子 集 
A(rz) = {(yEX，y<z) 
为 元 素 z 的 初始 段 ， 其 中 所 是 BCK- 代 数 (X， 炒 ，0 > 中 的 半 序 . 
例 10 ”我 们 考虑 本 节 的 例 1。X={0，a,，b,，c}, 运算 六 
由 下 过 给 出 


初 
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01:0 0 0 0 
a :a 0 0 a 
iD a 0 8 
c | 0 0 0 


容易 乔 出 ， 4(0) = 40}, A(a)= {0 ,a,c)， 
A(b)={0,a, b, c}= X, 
A(c)= (0,c}. 

易 知 ， 初 始 段 具有 下 列 性 质 ; 

定理 7 ( 注 12) 设 《XI 水，07 是 一 个 BCK- 代 数 。 则 对 于 任 
意 的 TEX 有 
+ 40}, z= 0， 

\ 至 少 包含 0 和 zz 的 一 个 集合 ，xz 0， 

证 当 x= 0 时 ， 由 于 0 三 0， 故 0 € 4A4(0)。 我 们 断言 ， 
A(0)={0}。 如 果 存 在 YEX，y0，yEA(0),。 那么 y 万 
0 。 另 一 方面 ， 由 BCK- 代 数 的 定义 知 ， 0 三 vY.。 故 y=0, 刻 
盾 。 

当 x 了 0 时 ,由 于 0 委 zxs<zr， 故 (0,z)GA(z)。 因 此 4(z) 
是 至 少 包含 0 和 z 的 一 个 集合 。 Q.E.D. 

现在 ， 我 们 要 利用 初始 段 再 给 出 可 换 3CK- 代数 的 一 个 特征 
性 质 。 

定理 8 设 以 站 ,0， 是 一 个 BCK- 代数 。 则 X 是 可 换 的 
当 且 仅 当 对 于 X 中 的 一 切 z，y 均 有 

4(z)n4C7) = -4rANAy)。 (17) 
证 “之 ”。 设 《5 水 ,0 ?是 一 个 可 换 的 BCK- 代 数 。 
设 zEA(x) 则 ACy)， 则 zEA(rz)，zEA(y)， 因 此 


A(x) = 
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由 定理 1 的 2)， 
zzZ 人 yy， 
故 >E4zAy)。 因 此 4(z)n4OyD)CE4CzAN 人 >) 。 
另 一 方面 ， 如 果 zE4(zAy， 则 > 么 Z 人 >， 因 此 = 过 T， 
2 世 y, 故 2E A(T),zE A(y), 从 而 zE A(z) 间 A(y) .由 此 可 知 ， 
A(TAY CECA) NAY), 
这 就 证 得 A(x) 几 A(y)= A(z 八 y)、 
“<”。 设 (17) 成 立 。 则 
A(zN\y)= A(T)N A(y)= A(y) N Alz) 
= 4(y 人 rz) 。 (18) 
由 《〈18) 可 知 ， 
zAy<yAz，yAz<z 人 Ny。 
由 BCK- 代数 的 定义 知 ，z 八 y= y 八 7。 因此 , 尺 是 可 换 的 。 
Q.E.D. 
由 定理 8 的 充分 性 证 明 我 们 可 以 得 到 一 个 局 示 , 而 得 到 下 列 : 
定理 9 ( 注 13】 没 (X; 站 ,，0) 是 一 个 BCK- 代 数 ， 则 有 
4(z) = A(y) <>r=y. (19) 
证 “<”。 这 是 显然 的 . 
“全 ”。 设 44(7)= A(y)。 那么 
TY 且 yx。 
由 BCK- 代 数 的 定义 中 的 公理 人 -5 知 z= y。Q. 下 上。D。 
由 定理 9 我 们 进一步 可 以 得 到 下 列 ， 
定理 10( 注 14j 设 LX， 六 ,0 > 是 一 个 BC 下 -代数 。 命 
A={A(z);: ZE 人 )。 (20) 
则 入 =XX. Q.E.D， 
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这 样 ， 我 们 对 例 10 中 出 现 的 A(C0)，A (a)，A(b), A(c) 四 
个 不 同 子 集 这 一 现象 通过 定理 9 和 定理 10 就 得 到 了 一 般 结 果 。 


§3 有 界 BCK- 代 数 及 运算 WV 


我 们 在 8$ 2 中 介绍 了 BCK- 代数 理论 中 的 一 个 有 趣 的 结果 ， 
由 定理 2 . 4 知道 ， 一 个 可 换 的 BCK- 代 数 《X; 水 , 0》 是 关于 人 入 
的 一 个 下 半 格 。 我 们 在 这 一 节 中 ， 再 进一步 加 点 条 件 ， 而 引进 运 
算 VY， 使 (X; V) 成 一 个 上 半 格 ,这样 ， (XY ， 八 ，V》 就 是 
一 个 格 了 。 我 们 先 从 有 界 BCK- 代数 谈 起 ， 这 也 是 一 类 重 要 的 
BCK- 代 数 。 本 节 中 我 们 还 将 介绍 西 大 经 济 学 院 李 丹 在 这 一 方面 
所 作 的 一 些 结果 (cf 。[545]) 。 

1 。 有 界 BCK- 代 数 的 概念 

1974 年 K.Iséki 引进 了 下 列 概念 ， 

定义 1 车 BCK- 代 数 〈X; 冰 , 0， 中 存在 元 素 1 ， 使 对 于 
任意 的 zEY 有 xz< 1， 则 称 〈X; 炒 , 0 》 是 有 界 的 BCK- 代 数 ， 
而 1 被 称 为 X 的 一 个 单位 元 。 

我 们 来 看 几 个 例子 。 

例 1 平凡 的 BCK- 代 数 显然 是 有 界 的 。 

例 2 设 X 是 任 一 集合 ， 则 《P(X); 一 ，$) 是 一 个 有 界 的 
_BCK-~ 代数， 其 中 X 本 身 是 这 个 代数 的 单位 元 素 . 
例 3 设 X= (0，a，6b}，X 中 的 二 元 运算 冰 由 下 表 给 出 ， 


x*|0 ab 
0|0 .00 
ala0 0 
| 550 
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则 〈X， 水 ，0 〉 是 一 个 有 界 的 BCK- 代数 ， 而 6 是 它 的 单位 元 


Wu 
. * 


由 例 3 可 以 得 到 一 个 启示 ， 如果 〈(X， 米 ，0 ) 是 一 个 有限 
的 BCK-- 代 数 ,而 运算 米 由 一 个 乘法 表 给 出 时 ,那么 一 个 元 素 zEX 
是 X 的 单位 元 素 的 充 要 条 件 是 x 所 在 的 列 〈 乘 法 表 中 ) 世 是 零 。 

定理 1 ( 注 15) 设 1 是 有 界 BCK- 代 数 (Xi 水 ，0 ) 的 一 个 
单位 元 ， 则 

AC()= X., 
反之 ， 如 果 BCK- 代 数 〈(X， 炒 ，0 》 中 元素 >EX 满 足 4(z) = 
X， 则 z 是 它 的 单位 元 ， 因 而 X 是 有 界 的 。 

证 1) 设 (X， 水 ，0) 是 一 个 有 界 的 BCK- 代数，1 是 
它 的 单位 元 ， 则 对 于 任意 的 zEX， 有 zs 和 1.。 故 zEA(L1)。 因 
此 A(1)= X，, 

2 ) 如 果 (X 水，0 ) 是 一 个 BCK- 代 数 ，zEX，A(z) 
= X， 则 对 于 任意 的 yEX,yEA(z)， 即 y<z。 故 z 是 X 的 单位 


元 ， 从 而 X 是 有 界 的 。 Q.E.D. 
我 们 还 有 下 列 结果 : 
定理 2 设 BCK- 代 数 〈X， 冰 ，0 ) 有 单位 元 ， 则 单位 元 
唯一 。 


证 ”由 定理 1 及 定理 2.9 即 知 、Q .下 。D 。 ( 注 。 可 由 公理 
《YY)》 直接 证 。) 

注 一 个 BCK- 代 数 (X， 炒 ，0 ) 有 单位 元 1 ， 即 就 是 在 
半 序 集 (X, 志 ) 中 有 最 大 元 1。 另外， 读者 不 要 认为 一 切 BCK- 
代数 都 是 有 界 的 ， 存 在 无 界 的 BCK- 代数 ， 可 见 下 面 例 4。 此 
外 ， 有 界 和 可 换 是 两 个 不 同 的 概念 ， 下 面 的 例 5 将 给 出 一 个 有 界 - 
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而 不 可 换 的 BCK- 代 数 的 例子 ， 例 6 则 给 出 一 个 可 换 而 无 界 的 
BCK- 代 数 的 例子 ， 

例 4 X= {10，a,，b，c}，X 中 的 二 元 运算 水 由 下 表 给 出 ， 

炒 | 0 a be 


0 0 

Cla 0 a 
a b 
C 


Oy 


0 ， 


则 〈X 洲 ，0)》 是 一 个 无 界 的 BCK- 代 数 。 它 的 无 界 性 易 从 定 
理 1 前 的 注 记 而 知 . 

这 也 是 一 个 有 限 的 BCK- 代 数 ,这 说 明了 有 限 的 BCK- 代 数 不 
必 是 有 界 的 。 这 个 例子 是 李 丹 [453 中 给 出 的 . 由 例 1 一 4 可 知 ， 

4 关 有 界 BCRKR- 代 数 类 CBCK- 代 数 类 

由 例 4 知 ， 后 一 包含 是 真 包含 。 这 实际 上 肖 定 回答 了 真子 类 
问题 。 

例 5 设 X=40,1，…… ， 中 }， 其 中 必 表 示 最 小 的 可 数 序 
数 。 和 中 定义 和 运算 米 如 下 地 给 出 ， 对 于 ^ 中 的 任 二 元 素 z 和 
0， 工 和 yy 生 O， 
1，y<z<o，y 关 0， 
0 YZT= Ww y+ 0, 
.TI, Y<ITEW, y= 0 。 


则 〈^*， 米 ，0)》 是 一 个 具有 单位 元 @ 的 有 界 BCK- 代数 ， 但 它 
不 是 可 换 的 ， 因 为 
ww 八 1= 1 水 (1 洲 @O) = 1 水 0= 1， 
1 人 wo = 四 水 (@O 水 1) =o 沙 oO= 0 。 
例 6 如 例 2.4 那 样 ， 设 入 = (0，1，2， 0 ) 


ZX 冰 y= 


文 中 的 二 元 运算 为 


“IT-y, y<Y, 
例 2. 4 已 指出 〈X， 冰 ，0〉 是 一 个 可 换 的 BCK- 代数 。 现在 
我 们 要 指出 ，X 是 无 界 的 。 事 实 上 ， 如 果 n 是 X 的 一 个 单位 元 ， 
则 nw 二 0， 县 
(3 十 1) 冰 ?32 三 1 工 到 0， 
这 是 一 个 矛盾 ， 
这 是 一 个 基数 为 人 。 的 无 界 BCK-~ 代 数 的 例子 。 
有 界 BCK- 代 数 还 有 下 列 简 单 性 质 ， 
定理 3 设 1 是 有 界 BCER- 代 数 (XI 沙 ,0》 的 单位 元 , 则 
VZzEX，、，1N 人 z= 工 
证 事实 上 ， 我 们 根据 定义 1 可 以 算出 : 
1 八 X= xX 六 (x1)= 2 水 0= 2 
后 一 等 式 是 由 于 定理 1.6 的 4) . Q .下 上.D，。 
2 。 一 点 有 界 化 
我 们 在 这 里 要 介绍 一 个 方法 ， 使 一 个 非 有 界 的 BCK- 代 数 ， 
加 上 一 点 ， 而 构成 一 个 新 的 有 界 BCK -代数 。 这 个 方 法 我 们 称 之 
为 “一 点 有 和 界 化 ”。 下 列 定理 给 出 这 个 方法 : 
定理 4 设 〈《X， 冰 、0) 是 一 个 BCK- 代数 ， 但 不 是 有 界 
的 。 任 取 aEX， 命 
X= XU {a), 


《1) 


zy, zr, yEX, 
| TEX, y=a, 
| G， r=a, yEX 
0 ， I=0, yy=0G。 
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则 〈X'， 阔 ,，0 》 是 一 个 有 界 的 BCK- 代数 。 

证 “容易 验证 〈(X’， 冰 ，0》 是 一 个 BCK- 代 数 , 此 处 从 略 。 
由 于 对 于 任意 的 zxEX' 有 z 沙 ia= 0， 故 《X’， 六 1，0〉 是 以 a 
为 单位 元 的 有 界 BCK- 代 数 。 Q.E.D. , 

我 们 来 看 两 个 例子 。 

例 7 例 4 中 的 BCK- 代数 (X， 水 ，0》 是 无 界 的 。 它 的 
一 点 有 界 化 〈% 7“ 米 :，0) 是 这 样 给 出 的 ， 和 = {10，a4a，b, 5c， 

d}， 其 中 的 二 元 运算 米 , 由 下 表 给 出 
水 !| 0 a DC d 


010 0 0 0 0 
ala00a0 
bib a0bdo 
cic cc 0 0 ( 
did d dd 0 


例 8 例 6 中 的 BCK- 代数 (xi 冰 ，0〉 是 无 界 的 。 它 的 
一 点 有 界 化 《入 /3 水 1 0 〉 是 如 下 地 给 出 的 : X’= XU {a}= {0, 
1] ,2,.…, 1， …,4), 其 中 a EX， 而 XX/ 中 的 二 元 运算 冰 ! 由 下 演 
给 出 ; 


沙 !| 0 1 2 n a 
0 |0 0 0 0 0 
1 |1 0 0 0 0 
2 |2 1 0 0 0 
n inn-1n-2... 0 0 
a a 0 0 和 a ee 0 


注 1 ”从 乘法 表 来 看 ， 一 个 非 有 界 的 BCK- 代数 (X，*， 
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0 》 的 一 点 有 界 化 〈X'， 阔 :，0》 的 乘法 表 正 是 (XI 水 ,0 ) 
的 乘法 表 的 最 右边 贴 了 一 列 0， 且 在 下 面 贴 了 一 行 。( 除 了 a 六 1a 
"=0). 

注 2 ”定理 4 中 给 出 的 一 点 有 和 界 化 的 方法 ， 是 KK。 Is6ki 提 
出 来 的 。 但 是 。 不 难 验 证 ， 如 果 (XX; 六, 0〉 是 有 界 的 BCK- 代 
数 ， 且 1 是 它 的 单位 元 ， 我 们 仍 取 aEX, 命 X'= XU {a}, 而 
运算 水 , 同 定理 4 ， 那 么 〈X'5 水 :，0 》 还 是 一 个 有 界 的 BCK- 
代数 ， 但 是 X’ 中 的 单位 元 是 a， 而 不 是 1 了 。 因 此， 我 们 可 以 推 
广 区 。Iséki 的 这 个 结果 ， 而 得 到 下 列 结果 ; 

定理 5( 注 16) 设 (X; 冰 , 0》 是 任意 的 一 个 BCK- 代数 ， 
aEX， 命 X' =XU{a)， 水 , 同 定理 4 那样 定义 ， 那么 〈X'; 
阔 :， 0〉 是 一 个 以 a 为 单位 元 的 有 界 BCK- 代 数 , 称 为 “〈X# 水 ， 
0 》 的 一 点 有 界 化 。 Q.E.D. 

我 们 再 来 看 一 个 例子 。 

例 9 ”我 们 知道 平凡 的 BCK- 代 数 是 有 界 的 , 我 们 记 为 X。， 
其 运算 表 可 写 为 


我 们 记 六 6 的 一 点 有 界 化 为 入 1， 其 乘法 表 为 ， 
米 j| 0 1 
010 0 


1| 1 0 。 
这 也 是 我 们 熟悉 的 一 个 BCK- 代数 。 XX ,的 一 点 有 界 化 为 X,， 其 
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*,| 0 1 2 
010 0 0 
1| 1 0 0 
2j2 2 0。 


我 们 可 以 继续 写 出 X, 的 一 点 有 界 化 X :的 有 弱 法 表 
*:j0 1 2 3 
一 一 一 


0 
0 
0 


co DD OO OO 


010 0 
1| 1 0 
2 2 0 
3| 3 3 0., 
当然 ， 我 们 可 以 写 出 X,-, 的 一 点 有 界 化 Xn 的 乘法 表 ， 


六 "| 0 1 2 3 .… 1H-l 7 
010 0 0 0 0 0 
111 0 0 0 0 0 
2| 2 2 0 0 0 0 
3| 3 3 3 0 0 0 

1-1 1-1 rn-1 n-1 -1 0 0 
n | nn n n n + nn 0 。 


这 样 ， 对 于 每 个 正 整 数 7 我 们 可 以 构造 一 个 阶 为 n 的 有 界 BCK- 
人 代数。 因此， 我 们 有 下 列 ， 

定理 6 ( 注 17) 对 于 每 个 nEN (CN 表示 自然数 集 ， 下 同 ) ， 
- 存在 阶 为 n 的 有 界 BCK- 代 数 。 因 此 存在 无 穷 多 个 有 界 BCK- 代 
数 ， Q.E.D. 

这 个 结果 指出 了 有 穷 多 个 有 界 BCK~ 代 数 ， 但 是 还 不 足以 回 
答 有 界 BCK- 代 数 类 的 真 类 问题 和 基数 问题 〈 例 4 后 的 注 记 中 已 
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育 定 地 回答 了 真子 类 问题 ) 。 因 此 ， 我 们 还 需要 进一步 讨论 有 田 
。 有 界 BCK- 代 数 类 

让 BCK- 代数 类 的 真 类 问题 和 基数 问题 是 ， 有 界 BCI- -人 
数 类 是 否 一 个 真 类 ? 对 于 任何 的 基数 ?之 0 ， 是 否 存 在 基数 ?7 的 
有 界 BCK- 代 数 ? 

为 了 回答 这 个 问题 ， 我 们 先 给 出 下 列 ; 

引 理 1 ( 注 18) 设 <X， 炒 ,0) 是 基数 为 无 限 的 BCK~ 代 数 ， 
则 它 的 一 点 有 界 化 〈X’; 冰 ,0〉 是 基数 为 » 的 有 界 BCK- 代 数 ， 

证 因 |X =y+1=v= IX|, 且 X’ 是 有 界 的 。 因 此 ，(X’， 
冰 ，0〉 是 基数 为 » 的 有 界 BCK- 代 数 。 QE.D. 

引 理 2 ( 注 19) ”对 任意 的 无 限 基数 ”存在 一 个 基数 为 ?的 有 界 
BCK- 代数 ， 

证 ”由 和 定理 1. 1 知 ， 对 于 任意 的 无 限 基 数 ,存在 基数 为 ,的 _ 
个 BCK- 代 数 《〈 而 且 我 们 可 具体 构造 一 个 ， 再 由 引 理 1 知 ， 在 
在 一 个 基数 为 y 的 有 界 BCK- 代 数 . QE.D. 

现在 ， 我 们 可 以 对 有 界 BCK- 代数 类 的 基数 问题 和 真 类 问题 
作 如 下 肯定 回答 ; 

定理 7 ( 注 20) 对 于 任意 的 基数 y 之 0 存在 基数 y 的 有 界 BCK- 
代数 。 从 而 ， 有 界 BCK- 代 数 类 是 一 个 真 类 。 

证 当 ?>0 为 有 限 基 数 即 自然 数 时 ， 由 定理 6 知 结 论 成 
YY 当 ? 为 无 限 基数 时 ， 由 引 理 2 结论 成 立 。 Q.E.D。 

为 了 进一步 讨论 有 界 BC 开 - 代 数 ， 需 下 列 ， 

4 。 算 子 N 

”我 们 知道 ， 在 一 个 有 界 的 BCK- 代 数 〈X， 米 ，0》 中 ， 
VrEX， zk1=0. (2 ) 


但 是 ，1 水 z 在 不 同 的 〈X， 米 ，0》 中 可 能 会 有 不 同 的 结果 。 
例 10 1) 例 1 中 1 阔 z= 0。 
2) 例 2 中 1 米 A=X-A， 其 中 A 是 X 的 任 一 子 集 . 
3)》 例 3 中 5 洲 0 =a，5 洲 G=p，5 洲 p= 0 。 
这 就 有 必要 研究 1 米 z， 即 有 下 列 :， 
定义 2 ”在 有 界 BCK- 代 数 5X， 沙 , 0》 中 ， 设 1 是 它 的 单 
位 元 ， 记 


N(x) = Nzr= 1 站 ZX， (3) 
注 我们 可 以 视 N 为 一 个 算 子 ， 
N,: X——>X， 
To—> 1] 冰 Z， (C4) 


例 11 如 例 3 中 ，N(0)=a, N(a)=b,，N(b)= 0.， 
例 2 中 ，N(A)=X-A=CA， 即 N 为 余 集 算 子 。 
算 子 NN 有 下 列 性 质 : 
定理 8 在 有 界 BCK- 代 数 《X; 沙 ， 0 >》 中 成 立 - 
1) Ni1=0, NO= 1. 
2 ) NNrz, 
3 ) Nr*Ny<y*z. 
4 ) y<r—>Nr<Ny, 
5 ) Nz*y= Ny*z. 
6) zrzA 人 l=NNz. 
7) NNNzr= Nz. 
证 “我们 分 别 证 明 如 下 。 
1) N1= i*1= 0, NO= 1 水 0= 1. 
2 ) 由 BCK- 代 数 的 定义 中 的 公理 知 
1 冰 (1 亲 7X) 志 z， 
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此 即 
NANrzsx。 
3 ) 由 BCK- 代 数 的 定义 中 的 公理 工 可 知 : 
(1 六 Xx) 六 (1l 冰 三 y 亲 7， 
此 即 
Nz*Ny<y*7Y, 
4) 当 yrz， 则 y 水 T=0， 故 由 3) 知 
Nzrz*Nyy*T= 0, 
因 天 还 Nzx 太 Ny. 
5 ) 由 BCK- 代 数 的 一 个 重要 性 质 知 〈 见 定理 1. 5) 
(1 亲 7X) 冰 y= (1 冰冰 7， 
此 即 
Nz*y= Nyx*7. 
6 ) 因为 z 人 1= 1 沙 (1 阔 z) = NNz，。 


7) 出 2) 知 ， 
NNr<r, 
由 4) 又 有 
Nr<NNNz, 
由 2 ) 对 元 素 人 Wz 有 
NNNzs 和 Nrz。 
因此 ， / 
NNNzrz= Nz, Q。 上 。D。 
推论 ”在 有 界 可 换 BLCR- 代 数 《X 炒 ,，0 中 成 立 : 
VrEX, NNr= 7, (5) 
证 由 6) 知 
NNr= I 人 1. 


由 于 XX 可 换 ， 故 


rz 和 人 1= 1 人 z。 
由 定理 3 知 ， 
1 人 z= 7。 
因此 ， NNzr=z. Q.E.D. 


注 在 一 般 的 有 界 〈 不 必 可 换 ) 的 BC&A- 代 数 中 公式 〈5 ) 
不 必 成 立 ， 可 见 下 面 的 : 
例 12 在 例 5 中 ，NN(@)= 1 六 (i 冰 @)= 1+*%，。 
设 〈X 水, 0 ) 是 一 个 有 界 的 BCK- 代 数 。 从 任意 的 XE 和 出 
发 ， 利 用 算 子 N 至 多 能 有 三 个 不 同 的 元 素 : 
r, Nzr, NNz. 
因为 由 定理 8 的 7) 知 
NNNz=Nr， 
NNNNz=NNr， 
NANNNNrz=NNNz= Nz, 
等 。 为 了 方便 起 见 ， 按 李 丹 5453 引 入 的 记号 ， 有 下 列 ， 
定义 3 记 N’:z= NNz. 
5 。 算 子 N 的 不 动 点 集 和 完全 有 界 的 BCK- 代 数 
李 丹 在 (45] 中 引入 了 算 子 人 的 不 动 点 集 的 概 念 ， 即 有 下 列 ， 
定义 4 在 有 界 BCK-~ 代 数 <X; 冰 ,0〉 中 ,车 
‘Nr= x, rEX, (6) 
则 称 x 为 算 子 NN 的 不 动 点 。《X， 水 ，0? 中 一 切 不 动 点 的 集合 被 称 
为 算 子 N 的 不 动 点 集 ， 记 为 N(X)， 
例 13 设 X= {0，a，50)， 和 中 的 二 元 运算 水 由 下 表 给 出 ; 
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水 | 0 a 5b 
010 0 0 
al a 0 0 
blb a 10， 


则 《<X， 冰 ，0》 是 一 个 有 界 的 BCK- 代 数 , 且 。 是 X 中 的 单位 元 ， 
而 
N(X) = (ai 

例 14 例 3 中 ，N(X)=9. 

李 丹 在 CL45] 中 进一步 引进 了 完全 有 界 BCK- 代 数 的 概念 ， 目 
有 下 列 的 : : 

定义 5 如 果 有 界 BCK- 代 数 《 和 XX， 水 ，07 满足 

N(X)=X- {0, 1}, (7) 
则 称 之 为 完全 的 。 

例 15 例 13 中 的 BCK- 代数 是 完全 有 界 的 ， 而 例 3 中 的 
BCK- 代 数 虽 是 有 界 的 ， 而 不 是 完全 的 。 

完全 有 界 的 BCK- 代 数 有 下 列 性 质 : 

”定理 9 〈 李 丹 [45]) 设 (X， 炒 ,0? 是 一 个 完全 有 界 的 BCK- 
代数 ， 则 

1) VriEX, NN’:rz= 7X。 

2) Vr, yEX, EN((NrAN yy). 

证 1) 当 x= 0 时 ，NNO=N1i=0. 当 z= 1 时 ,NN1 
= N0=1。 当 xz<0，1 时 ， 因 XX 是 完全 有 界 的 ， 故 TEN(X)， 
好 Nz= x， 因此 NNr= Nzr= zx。 

2 ) 由 于 

(NzANy)*Nzr= (Ny (NykN7r)) kNz 
= (My 沙 Nz) 水 (Vy 水 NWz) 
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= 0. 
故 NrANy<Nz, 
《由 定理 8 的 4) 可 知 ， 
NNr<N((NIrIAN YY). 
由 于 1) ， 则 有 
-<N(NrANy). Q.E.D. 
山上 面 这 个 定理 证 明 2 》 中 顺便 可 得 到 下 列 ， 
定理 10 设 《X; 冰 ,， 0， 是 一 个 有 界 的 BCK~ 代 数 ， 则 
VryEX, (NrANy)*NzrI= 0， (8) 


NrANyENz., QE.。D. (C8) 
.6 。 运算 V 
定理 9 的 2) 给 出 ， 当 X 完 全 有 界 时 ， 对 于 任意 的 z,y EX， 
有 
rN(NrAN yy), 
即 VCNz 人 Ny) 是 大 于 或 等 于 xz 的 一 个 元 素 。 下 面 我 们 在 有 界 、 
可 换 的 BCK- 代 数 中 专门 讨论 一 下 这 个 元 素 入 (Nz 八 入 y)。 自 然 
地 ， 我 们 可 以 把 它 看 作 一 个 二 元 运算 ， 因 此 有 下 列 : 
定义 6 设 (% 沙 ，07 是 一 个 有 界 可 换 的 BCK- 代数 ， 记 
rxrVy= N(NrANy). (9) 
例 16 ” 例 13 中 的 BCK- 代 数 <X， 米 ，0> 是 有 界 可 换 的 ， 且 
aVo= bk((k*9@) 人 入 必 冰 0)) 
= 8 沙 (C 人 D) 
= p 沙 (8 沙 (2 水 G)) 
= a， 


其 余 的 《如 e V2 等 ) 亦 可 类 似 地 算出 。 
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在 本 节 的 开始 ， 我 们 曾经 指出 ， 我 们 要 找 一 个 运算 V， 使 
(X, 人, V) 成 为 一 个 格 。 现 在 ， 我 们 已 经 在 有 界 可 换 的 BCK- 
代数 中 定义 了 二 元 运算 V， 那 么 (X， 人 和 ，V) 是 否 一 个 格 呢 ? 
这 个 问题 的 回答 是 肯定 的 ， 即 有 下 列 的 ; 

定理 11 (KIseki 和 S。Tanaka, [19])。 任 意 的 有 界 可 换 
的 BCK- 代 数 是 关于 信和 V 的 一 个 格 ， 即 若 <X， 米 ，0》 是 一 个 
有 界 可 换 的 BCK- 代 数 ， 则 (X， 八 ，V)》 是 一 个 格 。 

证 ”由 定理 2.4 知 ，z 八 y 是 xz 和 > 的 下 确 界 ， 其 中 xz 和 y 是 
XX 中 的 任意 元 素 。 现 在 ， 只 要 证 明 zVy 是 z+ 和 yy 的 上 确 界 ， 这 
个 定理 就 得 证 了 、 

为 证 这 个 事实 ， 我 们 先 给 出 两 个 引 理 ， 

引 理 3 设 (< 米 ，0) 是 一 个 有 界 的 可 换 的 BCK~ 代数， 
则 

VIEX, NNr=7r, (10) 

证 因为 ，NNz= 1 冰 (1 冰 7)= XA 人 1= 1 八 z= XxX， 后 一 等 式 
是 由 于 定理 3， Q. ED, . 

引 理 4 设 (X， 水 ，0》 是 一 个 有 界 可 换 的 BCK- 代数 ， 则 
对 于 任意 的 -，yE€X 成 立 


NrANy<Ny. (11) 
证 由 于 X 是 可 换 的 及 (8’) 有 
NzANy= NyN\NrENy. QE.D. 


现在 来 证 定理 11。 设 > 和 yy 是 X 中 的 任意 两 个 元 素 ， 由 (8’) 
及 (11) 有 

NrANy<Nzr, NrANySNy. 
由 定理 8 的 4〉 及 引 理 3 有 

r= NNrE<N(NrANy)= xV y, 
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y= NNy<N(NrANyY)= +Vy, 
故 xYVy 是 x 和 yy 的 一 个 上 界 . 
下 面 再 证 zxVy 是 z+ 和 yy 的 一 个 最 小 上 界 。 设 5EA^， 且 zs 
和 y<u. 
由 定理 8 的 4》 知 ，Nu 志 Nr,， Nu 三 Nx， 故 Nu 所 NzY 八 Ny，。 
再 由 和 定理 8 的 4) 及 引 理 3 有: 
rrVy=N(NrANy)ENNuy=u, QQ。 上 。D。 
有 界 可 换 的 BCK- 代 数 还 有 下 列 性 质 ， 
定理 12 设 〈^; 水，0? 是 一 个 有 界 可 换 的 BCK- 代数， 则 
对 于 任意 的 x，y EX 成 立 
NrVNy= N(rA 人 yy), (12) 
NrzANy= N (zrV yy). (13) 
证 先 证 (12) 。 因 为 
ANrzVNy=NNNrANNW =NrANy， 
其 中 用 到 了 运算 V 的 定义 及 引 理 3 。 
再 证 (13) 。 因 
NIVy)= N(N(NrANyY))= NN(NrAN y) 
‘= NrANy, 
后 一 等 式 仍 用 到 了 引 理 3. : Q.E-D。 
7 。 对 合 的 概念 
定义 7 设 〈X 水 ，0? 是 一 个 有 界 的 BCK- 代数 。 如 果 
ZE 和 满足 1 
. NNr= 27, (14) 
则 称 z 为 X 的 一 个 对 合 。X 的 一 切 对 合作 成 的 集合 被 称 为 X 的 对 
合集 ， 记 为 ICX) 。 
定理 13 设 《X， 沙 ，0》 是 一 个 有 界 的 BCK- 代 数 ， 则 


59 


0€1(X), 1€1(X), 
因而 1(X〉 非 空 ， 且 |1(X)1 之 2， 
证 因 
NNO=N1= 0, NN1= No0=1, 
从 而 后 一 结论 亦 真 。 Q.E.D. 
定理 14 ”如果 《XX， 六，0》 是 一 个 完全 有 界 的 BCK- 代 数 或 
有 界 可 换 的 BCK- 代 数 ， 则 I(X) = X. 
证 由 定理 9 的 1) 及 引 理 1 知 。 Q.:E.D. 
对 合 元 素 具 有 下 列 性 质 : 
定理 15 设 (Xi 冰 ，0》 是 一 个 有 界 BCK- 代 数 。 则 对 于 任 
意 的 xz，yE1(X》 成 立 下 列 两 个 等 式 ， 
rz*y= Ny*Nz, (14) 
rNy= y 水 Nz， (15) 
证 先 证 〈14) 。 由 定理 8 的 5)， 以 Nz 代替 其 中 的 z， 则 
有 | 
z 冰 7y= N(Nzr)*y= NykNz, 
这 就 得 到 (14) 。 
在 〈14》 中 以 Ny 代 多 则 得 
rz*Ny= N(NyY)*Nr= yxkNr, Q.E.D. 
对 于 对 合集 I(X〉 则 有 下 列 结果 ， 
定理 16 如果 〈X3#“" 沙 ，0) 是 一 个 有 界 的 BCK- 代 数 ， 则 <I 
(和 )3 水 ，0 > 也 是 一 个 有 界 BCK -代数 , 即 是 X 的 --- 个 有 界 子 代 数 。 
证 先 证 LC(X); 冰 ,0> 是 一 个 BCK- 代 数 。 由 于 ICX)GX， 
且 0 EIC(X)， 故 只 要 证 明 :; “zx,yEI(X)=>z 水 yEI(X) ” 即 
可 。 
设 z,yE7(X) 。 由 定理 8 的 2) 有 
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NN (rz*y) rx*y. (16) 
另 一 方面 ， 我 们 再 来 计算 由 (14). 有 
(x 冰 ) 水 NN (zx*y) = (Ny 水 Nz) 水 NN (zk*)、 
再 由 定理 1.5 有 
《x 冰 >) 冰 NN (zx*y)= (Ny 水 NN (zy)) 冰 N (7z)， 
由 定理 8 的 5) 及 7) 有 : 
(zk 水 NN (zky) = (NNN (zx* kW kNz 
= (N (zp*y)*»)*Nz 
= (N(x 六 * 冰 NT) 水 yy， 
后 一 等 式 是 由 于 定理 1.5， 再 由 (14) 有 : 
(z 水 切 水 人 AN (z 水 y) = (z 沙 (z 阔 y)) 沙 y 
= (Zz 冰 y) 闲 (x 闲 >) 
= 0， : 
这 就 有 
rz 冰 y 志 NN (zk*y)，。 
结合 (16) 便 有 
NN (zx*y)=z*y, 
因此 z 冰 yE1(X). 
由 定理 13 又 知 1€1(X) ， 故 IIX) 是 有 界 的 。 Q.E.D， 
刚才 证 明 过 的 定理 16 说 ，《〈X 阔 , 0》 是 有 界 的 BCK- 代 数 ， 
那么 L(X) 也 是 有 界 的 BCK- 代 数 〈 在 同样 的 冰 及 0 下 ) 。 李 丹 
[45] 中 进一步 考虑 了 一 个 问题 ，I(I(X)〉 是 什 么 呢 ? 她 的 回答 
是 ，“ 它 不 再 变 小 ”， 即 有 下 列 ; 
定理 17 〈 李 丹 [45]) 。 如果 《X; 冰 ，0》 是 一 个 有 界 BCK- 
代数 ， 则 z 
1(I(X)) = IC(X). (17) 
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证 “CS” 显 然 
VzEX， 由 于 定理 8 的 7) 
NNN7r= Nr 
故 NzE7(X)。 同 理 , 对 于 有 界 BCK- 代 数 (I(X); 冰 ,0) 来 说 ,有 
r=NNrEI((X)). . 
故 TOCX)) 刁 7 (XX)。 所 以 (17) 成 立 。 Q.E.D。、 
”推论 〈 李 丹 [45]。)》 存在 每 个 元 素 皆 为 对 合 的 BCK-~ 代 


 ” 数 。 这样 的 BCE- 代 数 称 为 满 对 合 的 。 从 每 个 有 界 的 BC 玉 - 代 数 


出 发 丝 可 构造 一 个 满 对 合 的 BCK- 代 数 ，。 

证 任 取 一 个 有 界 BCK- 代 数 《X， 冰 ，0>， 则 《1 (XX); 冰 ， 
0 > 也 是 一 个 有 界 BCK~ 代 数 。 由 定理 17，《1( 广 ); 冰 ,0 > 就 是 一 
个 满 对 合 的 BCK -代数 。 Q:E.D. 


8$4 正定 关联 的 BCK- 代 数 


在 这 一 节 中 我 们 来 讨论 一 类 特殊 的 BCK- 代 数 一 一 正定 关联 
的 BCK -代数 。 
1 。BCK- 代 数 的 一 个 性 质 
定理 1 如 果 《X， 冰 ，0》 是 一 个 BCK- 代 数 ，zx，y，z 是 
XXX 中 的 任意 三 个 元 素 ， 则 有 
(x 水 六 z 志 (zx 六 z) 炒 (y 冰 2)。 (1) 
证 我 们 知道 ， 由 定理 1.5 可 知 ， 成 立 ， 
《(Z 阔 外 阔 2 水 (《(Z 水 2z) 阔 (7y 阔 z) ) 
=〈((Z 阔 2 水 y) 阔 (人 (zZ 沙 z) (7 水 z))， 
再 由 BCK- 代 数 定义 中 的 公理 1 知 ， 
((ZT 六 ) 米 2) 灯 (Cx 冰 2) 米 (y 米 2)) 
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魏 (3y 米 动 洲 y= (?y 米 切 沙 z=0 阔 z= 0 
上 《〈z 米 妇 洲 > 委 (z 炒 2) 阔 (7 水 z) 。 Q 了.D。 
例 1 设 X 为 任 一 非 空 集合 。 在 BCK- 代数 《P(X); 一 ， 办 
中 ， 设 A，B，C 是 X 中 的 任意 三 个 子 集 ， 由 (1) 则 有 
(A-B)-CE(A-C)-(B-O). . 
一 般 地 讲 ， 对 于 一 个 BCK- 代数 (Xi 水, 0> 来 说 ，( 1) 中 


的 不 等 号 不 能 改 为 等 号 ， 


例 2 ( 注 21] 设 X= (0，1，2，3}, X 中 的 二 元 运算 炒 由 下 表 


给 出 ， 
**|0 
010 
1il 


212 
3j3 


1 


0 
0 
1 
0 


Le 呈 呈 


3 


0 
1 


2 
0 ， 


则 <X， 冰 ，0》 是 一 个 BCK- 代 数 ， 但 在 其 中 不 等 号 ( 1 ) 不 能 


改 为 等 号 。 事 实 上 ， 


(2 关 1) 米 1= 0 大 1= (2 六 1) 米 (1 水 1)， 
例 3 (1) 中 不 等 号 成 为 等 号 的 例子 。 设 X= (0，1，2， 
3 ,4，5}， 久 中 的 二 元 运算 米 由 下 表 给 出 


洲 |0 
010 
1 11 
212 
313 
414 
515 


1 


0 
0 
2 
3 
4 
9 


2 


上 寡 慎 


3 4 5 
0 0 0 
1] 1 1 
2 2 2 
0 3 3 
4 0 4 
5 5 0 
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则 《<X， 米 , 0》 是 一 个 BCK- 代 数 ， 不 难 验 证 ， 在 中 对 于 任意 
的 三 个 元 素 x,y,z，( 1》 中 取 等 号 
这 样 ， 我 们 有 必要 研究 这 样 的 BCK- 代 数 ， 使 在 其 中 ， 不 等 
号 《1》 可 以 改 为 等 号 。 这 种 BCK- 代 数 首 先 由 K,1lseki 在 1975 
年 进行 研究 。 他 把 这 种 代数 叫做 正定 关联 的 BCK- 代 数 . 
2 。 正 定 关联 BCK- 代 数 的 概念 
我 们 先 介 绍 一 下 这 种 代数 的 定义 。 
定义 1 如果 对 于 BCK- 代 数 《X; 水 ，07 中 任意 三 个 元 素 
z，y，2 成 立 : 
(z 冰 >) 冰 z= (7 水 z) 沙 (7 水 z) 。 (2) 
则 称 它 是 正定 关联 的 。 
为 了 便于 举例 ， 我 们 先 给 出 正定 关联 BCK- 代 数 的 一 个 特征 
性 质 ， 即 有 下 列 ， 
定理 2 BCL 长- 代数 《X 水 ，0? 是 正定 关联 的 充 要 条 件 是 
对 于 任意 的 x，y EX 成 立 
zk 冰 y= (Zz 六》) 冰 >， (3) 
证 “之 ”。 由 于 〈2) 成 立 ， 特 别 地 取 z= y 则 有 
(zx 冰冰 y= (xz 水 》) 炒 Cy 米 y) 
= (zx 冰 灯 0 
= 7 水 y， 
后 二 等 式 用 到 了 BCK- 代数 定义 中 的 公理 ( 丰 )〉 及 定理 1.6 的 
《) 。 
“<”。 由 于 〈1 ) 成 立 ， 为 证 《2 ) ，、 只 要 证 明 
(Zz 水 z) 水 (7y 玉 2 委 (Z 水 7) 沙 z。 (4 ) 
由 BCK- 代 数 的 定义 中 的 公理 (I) 有 
(Zz 水 水 (2Y 冰 2) 委 (z 水 2) 。 
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由 定理 1.6 的 2〉 对 于 任意 的 EX 有 
((ZX 冰 》) 亲 (Xz 冰 2)) 灯 4 三 (z 灯 >) 亲 4. 
在 这 个 不 等 式 中 分 别 用 z 米 zy 六 zy (x 冰 2) 冰 z，(z 冰 >y) 灯 z 代 埠 
z，y，2 和 2&， 则 有 
Rs(((Z 阔 z) 冰 (3 炒 z)) 阔 ((zZ 沙 y) 阔 2z)) 冰 
洲 ((Z 水 2) 阔 ((Z 水 2z) 阔 2)) 
委 (((z 沙 z 沙 2 水 (7y 炒 z)) 阔 ((z 水 7) 水 2 
二 《((z 冰 2) 亲 2) 冰 (y 冰 2)) 炒 ((z 灯 2) 灯 >) 
= 《((Z 冰 2z) 冰 2z) 闲 ((z 亲 2) 冰 y)) 冰 (y 冰 2z) 
夺 (y 冰 2) 冰 (y 冰 2z)= 0。 
后 一 不 等 式 是 由 于 BCK- 代 数 的 定义 中 的 公理 (1 〉.。 这样， 
R=(((z 亲 2) 亲 《yy 冰 2)) 闵 ((x 冰 ) 冰 2)) 冰 
冰 ((z 冰 z) 灯 ((zx 冰 z) 冰 2z))= 0， 
”由 于 (3) 成 立 故 
(Zz 水 2) 冰 (《(Z 水 z) 水 2) 
= (7X 冰 2) 灯 (Zz 米 z) = 0， 
再 由 定理 1.6 的 4) 知 
《(z 六 2) 冰 (y 冰 z)) 闵 ((z 阔 阔 z) = 0， 
纱 . 

(Z 沙 2z) 水 (> 水 2z) 去 (z 沙 轨 阔 z。 Q。E。.D。 
”1984 年 5 月 西北 大 学 数学 系 孟 杰 在 [49] 中 给 上 述 K.Iseki 和 
S. Tanaka 定理 的 充分 性 证 明 一 个 较 简单 的 方法 ; 

方法 二 《充分 性 ) 。 由 开 - 1 知 
(x 冰 2) 六 (y 冰 2z) 志 z+ 六 >。 
其 次 ， 由 (3) 知 
4Z 沙 2) 水 (7 水 2) = ((zx 水 2) 冰 2) 炒 (y 冰 2) 
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= ((z 水 z) 冰 (y 冰 2z)) 冰 2 
硅 (Z 水 力 冰 2， 
后 一 不 等 式 用 到 了 定理 16 的 2) 。 
另 一 方面 ， 又 有 
(z 米 切 洲 z= (z 冰 疏 炒 y 筷 Cz 冰 2) 冰 (9 闵 2)， 
后 一 不 等 式 是 由 于 定理 16 的 3) 及 2). 

据 玫 -5 知 ，〈2) 成 立 。 QE.D. 

下 面 我 们 给 出 几 个 例子 。 

例 4 例 2 中 给 出 的 BCK- 代 数 不 是 正定 关联 的 ， 而 例 3 中 
给 出 的 BC 人 -代数 是 正定 关联 的 。 

例 5 平凡 BC 有 -代数 是 正定 关联 的 。 

例 6 ' 注 2) 例 1 中 的 《P(X)， 一 ，9) 是 一 个 正定 关联 的 
BCR -代数 ， 因 为 对 于 X 中 的 任何 两 个 子 集 A 和 B， 总 有 

(A~-B)-B= A-8B. 

由 这 个 例子 我 们 可 以 得 到 下 列 ， 

定理 3 \ 注 23) 存在 无 穷 多 个 正定 关联 的 BCK- 代 数 。 

证 命 X,={1, 2 ; 27， 如 例 , 那样 ，《P(X,)， 一 ,> 
是 正定 关联 的 BCK- 代 数 ， 且 |X,| = nm， | P(X.)| = 2*。 如 果 自 
然 数 mm 大 n， 则 关 . 天 X,, 目 P(X.) 天 P(X,)。 i 故 P(X); 一 ， 从 
(n= 1 2, ) 是 无 穷 多 个 两 两 不 相同 的 正定 关联 的 BC 及 - 代 
数 。 QE.D. 

这 个 定理 指出 了 正定 关联 BC 天- 代数 类 的 无 穷人 性 ， 但 是 还 不 : 
足以 回答 真 类 问题 和 基数 问题 ， 因 此 我 们 有 必要 进一步 研究 正定 
关联 BCK- 代 数 类 . 

3 。 正定 关联 BCK-~- 代 数 类 

对 于 正定 关联 BCK~ 代 数 类 我 们 自然 有 下 列 ; 
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间 题 1 ”正定 关联 BCK- 代 数 类 是 一 个 真 类 吗 ? 对 于 任意 的 
一 个 基数 y> 0 ， 存 在 一 个 基数 为 ?的 正定 关联 BCK- 代 数 吗 ? 
正定 关联 BCK- 代 数 类 是 BCK- 代数 类 的 一 个 真子 类 吗 ? 

对 此 ， 我 们 有 下 列 肯 定 回 答 ， 

定理 4 ( 注 24) 对 于 任意 的 基数 ?> 0 ， 存 在 一 个 基数 为 ? 的 
正定 关联 的 BCK- 代 数 。 因此， 正定 关联 BCK- 代 数 类 是 一 个 真 
类。 正定 关联 BCK- 代 数 类 是 BCK- 代 数 类 的 一 个 真子 类 ， 

证 设 y 是 任意 的 一 个 基数 。 任 意 取 一 个 基数 为 7 的 集合 X， 
在 X 中 任意 选取 一 个 元 素 ， 记 为 0 。 如 引 理 1.1 那样 ， 在 X 中 建 
立 一 个 半 序 ，VzEX， 命 0 三"， 当 zx 和 yy 锁 为 非 0 元 时 ，z 和 y 
不 可 比较 。X 中 的 二 元 运算 炒 如 引 理 1*1 那样 定义 :， 

Z 水 y= | 
rz， 否则 ， 
由 引 理 1.1 知 ，《X， 米 ，0》 是 一 个 BCK- 代 数 ， 且 |X| = y。 现 
证 它 是 正定 关联 的 。 当 rz 冰 y= 0 时， 显然 ， 
(z 阔 J) 沙 y= 0 冰 y= 0= (Z 阔 7) 。 
当 7 冰 y= 时 ， 此 时 
(x 六 力 米 y= z 炒 y。 
故 《 3) 成立， 因此 它 是 正定 关联 的 ， Q-E.D。 

下 面 ， 
换 的 正定 关联 BCK- 代 数 类 。 我 们 自然 要 提出 下 列 ， 

问题 2 是否 存在 可 换 的 正定 关联 的 BCK- 代 数 ? 

我 们 给 这 个 问题 一 个 肯定 的 回答 ， 

定理 5 “存在 可 换 的 正定 关联 的 BCK- 代 数 。 

证 ” 见 下 列 例 7 和 例 8 . Q.E.D. 

例 7 平凡 的 BCK- 代 数 是 可 换 的 正定 关联 的 BCK- 代 数 . 
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例 8 ”定理 4 的 证 明 中 给 出 的 BCK- 代数 (X， 炒 ，0》 是 司 
换 的 和 正定 关联 的 (参看 引 理 2.1 的 证 明 ) 。 

这 样 ， 据 定理 4 的 证 明 可 有 下 列 ; 

定理 6 (i25) ”对 于 任意 的 基数 > 0 ， 存 在 一 个 基数 为 ?的 
可 换 的 正定 关联 的 BCK- 人 代数。 因此， 可 换 的 正定 关联 的 BCK- 
代数 类 是 一 个 真 类 。 可 换 的 正定 关联 BCK- 代 数 类 是 BCK- 代 数 
类 的 一 个 真子 类 。 

证 第 一 个 结论 由 定理 4 的 证 明 可 知 。 第 二 个 结论 由 第 一 个 
结论 知 。 由 于 


可 换 的 正定 关联 
” 己 正 定 关 联 BCK- 代 数 类 ， 
BC 人 -代数 类 
且 因 定理 4， 而 可 有 第 三 个 结论 成 立 。 Q.E.D. 


注 上 面 证 明 中 的 包 合 关系 是 否 真 包含 ， 这 是 值得 考虑 的 一 
个 问题 。 作 者 在 这 里 提出 下 列 ， 

问题 3\ 注 26】 是否 存在 一 个 正定 关联 的 BCK- 代数 ， 它 不 
是 可 换 的 ? 

作者 认为 ， 类 似 地 可 以 讨论 有 界 性 和 正定 关联 性 的 关系 。 有 
兴趣 的 读者 可 自行 j 去 讨论 ， 

我 们 再 举 几 个 例子 。 

例 9 人 存在 着 这 样 的 BCK- 代 数 ， 它 既 不 是 可 换 的 ， 也 不 是 
正定 关联 的 。 例 如 ， 例 2 中 的 BCK- 代数 《Xi 洲 ，0》 (cf 。 例 
2. 1) 。 

例 10 ”存在 着 可 换 的 BCK- 代 数 ， 它 不 是 正定 关联 的 。 如 例 
2.:4 中 ，《X， 水 ， 0 是 一 个 可 换 的 BCK- 代数 ， 全 已 不 是 正中 
关联 的 ， 因 为 5"1EX， 且 


68 


5 冰 1=5-1=4，, 
(5 沙 1) 阔 1=4-1=3， 
4 关 3， 即 (3) 不 成 立 。 
例 11 设 X 是 任 一 非 空 集合 ， 则 《P(X)， 一 ,是 可 换 的 正 
定 关 联 BCK- 代 数 。 它 的 正定 关联 性 已 在 例 6 中 证 明了 。 这 里 我 
” 们 再 指出 它 的 避 换 性 。 事 实 上 ， 对 于 任意 的 A, BCP(X)， 我 们 
A - 
BAA=A-(A-B)= ANMNMB= B-(B- A)= AAMB. 
因此 ，《<P(X)， 一 ，0 > 是 可 换 的 。 
4 。 正 定 关联 BCK- 代 数 的 性 质 
下 面 我 们 给 出 正定 关联 的 BCK- 代 数 的 一 个 性 质 ， 
” ”定理 7 如 果 《X， 炒 ，0》 是 一 个 正定 关联 的 BCK~ 代 数 ， 
那么 对 于 XX 中 的 任意 两 个 元 素 成 立 : 
(zx 冰 (y 冰 7)) 冰 (zx 冰 y)= (y 闲 (y 亲 7)) 炒 (zx 闲 y)， 
(5) 
亦 即 
(y 八 7) 米 《y 冰 XY)= (zZ 人 JJ 水 (zZ 水 7) 。 (5’) 
《xX 冰 (y 米 7)) 米 (x 米 = (zZ 阔 (z 冰 多) 洲 (? 阔 Z) 
=《〈(Z 水 (z 阔 y)) 水 (Z 沙 9)) 冰 (7 水 Z)， 
后 一 等 式 是 由 于 (3 ) 。 由 BCK- 代 数 的 定义 中 的 公理 (I) 我 
们 有 | 
(Zz 冰 (7 冰 》)) 冰 (zx 水 二 > 冰 (z 水 >)， 
再 据 定理 16 的 2》 我 们 有 : 
(Tz 冰 (y 冰 7)) 水 (2 水 y) 志 (9y 冰 (7X 水 >)) 米 (y 冰 7)。 
(6) 
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在 (6) 中 z 与 y 互 换 ， 则 有 
(y 灯 《7 六 》)) 六 (3 米 X2) 三 (zx 冰冰 7)) 北 (x 米 》)， 
: (7) 
把 (6) 和 (7) 结合 在 一 起 便 有 
(Z 沙 (y 阔 2Z)) 冰 (z 沙 y) = (7 水 (zZ 水 y)) 冰 5《y 阔 2) 
= 《3 米 (y 沙 Z)) 沙 (Z 沙 7)， 
这 就 证 得 了 〈5) 。 由 (5) 即 可 表示 为 (5 ) 。 Qe.E.D。 
对 于 可 换 的 BCK- 人 代数， 正定 关联 性 还 有 以 下 特征 ， 
定理 8 在 可 换 的 BCK- 代 数 《X， 冰 ，0> 中 ， 对 于 任意 的 
z，y EX 下 面 的 等 式 是 等 价 的 ; : 


1) 7zZ 六 (yy 水 Z) = 工 。 (8) 
2) (7 六 > 六 y= XY*y>，。 (3) 
证 先 证 (8) 寺 (3) 。 由 于 定理 1.6 的 3)， 我 们 有 
(x 六 六 *y 所 XY 冰 y。 
为 证 (3 ) ， 只 要 证 明 
(z 炒 妨 委 (z 水 妨 沙 y。 
为 此 ， 我 们 计算 ， 
(z 冰 》) 米 ((z 冰 3) 冰 y= YA 人 (z 沙 y) 
=.(Z 水 7) 八 y 
= y 冰 (3 水 (z 水 2 ) 
= 一 从 


后 一 等 式 是 由 于 由 (8 ) 可 知 
7X 冰 (zx 六 (y 闵 7))= 0， 
从 而 
》 冰 (3 冰 (x 冰 3》))= 0。 
再 由 (3) 这 (8) 。 同样 地 ， 由 定理 16 的 3) ， 我 们 有 
70 


Y 沙 (7 玉 Z) 和 2， 
为 证 〈8 ) ， 只 要 证 明 
Z<2Z 水 (yy 水 Z) 。 
为 此 ， 我 们 计算 : 
Z 冰 (人 《z 阔 (y 水 Z))= (7 水 Z) 人 z 
= 2 人 (7y 水 了 ) 
= (yy 沙 ZI) 水 ((y 水 Z) 水 2) 
一 全 9 
后 一 等 式 是 由 于 (3 ) ， 因 由 〈3 ) 可 知 
(Z 沙 y) 水 (人 (Z 沙 y) 阔 y) = 0， 
将 Z 和 yy 交 换 一 下 ， 即 得 
(7 水 2Z) 冰 (人 (yy 水 2Z) 水 Z) = 0。 
于 是 ， 这 有 
ZX 水 (7y 阔 Z)， 
这 就 证 得 了 《8).，. Q.E.D. 


$5 关联 的 BCK- 代 数 


我 们 在 这 一 节 中 再 来 讨论 一 类 特殊 的 BCK&- 代 数 ， 即 关联 的 
BCK- 代 数 。 这 一 种 代数 有 许多 有 趣 的 性 质 、 

1 。 关联 BCI- 代 数 的 概念 z z 

在 第 4 节 中 我 们 曾经 得 到 一 个 结果 :对 于 可 换 的 BCK- 代 数 
来 说 ， 

正定 关联 性 所 > z 冰 (y 冰 7)= 工 . 

这 个 结果 给 我 们 一 个 局 示 ; 有 必要 研究 满足 右边 这 个 等 式 的 
BCK-- 代 数 。 这 就 是 关联 的 BCK- 代 数 .。 
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定义 1 ”如 果 BCK- 代 数 (X， 沙 ，0》 的 任意 两 个 元 素 z,yE 
X 都 满足 
立 水 (7 水 ZJ) = Ts (1) 
则 称 它 为 关联 的 BCK- 代 数 。 
例 1 平凡 的 BCK- 代 数 是 关联 的 。 
例 2 由 定理 4.8 知 ， 任 何 可 换 的 正定 关联 的 BCK- 代 数 都 
是 关联 的 。 特 别 地 ， 有 下 列 : 
例 3 对 于 任意 的 非 空 集合 X，《P(X)， 一 ，$》 是 一 个 关 
联 的 BCK- 代 数 ( 见 例 4.11) ，(1) 在 这 个 代数 中 即 为 ， 
A- (BB- A)= 4, (2) 
其 中 A 和 B 是 X 的 任意 两 个 子 集 。 我 们 也 容易 直接 验证 (2) 的 
正确 性 . 
例 4 非 关 联 的 BCK- 代 数 的 例子 。 如 例 2.4。 
我 们 是 否 能 找到 一 个 关联 的 BCK- 代数 ， 它 或 者 不 是 可 换 
的 ， 或 者 不 是 正定 关联 的 呢 ? 答案 是 否定 的 。 其 实 ， 关 联 性 就 是 
可 换 性 + 正定 关联 性 。 这 个 事实 由 下 列 定理 给 出 . 
定理 1 设 (X， 水 ，0) 是 一 个 BCK- 代 数 。 那 么 下 列 两 个 
断言 等 价 ， 
1 ) X 是 关联 的 ， 
2 ) XX 是 可 换 和 正定 关联 的 . 
证 2) 志 1)， 这 已 由 定理 4.8 给 出 。 
现在 我 们 来 证 1) 字 2)， 设 (Xi; 水 ，0? 是 一 个 关联 的 BCK- 
代数 。 
1° 先 证 X 是 正定 关联 的 。 我 们 只 要 证 明 ， 对 于 任意 的 y 和 
ZzEEX， 成 立 
(z 冰 >》) 冰 y= z 冰 > (3) 
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即 可 〈 据 定理 4.2) ， 由 定理 1.6 的 3) 有 


《z 水 y) 冰 7y 委 z 阔 yy 
因此 只 要 证 明 
(z 冰 >) 肆 (z 六 水 >， 
芭 
《z 冰 y) 冰 ((z 冰 y) 冰 >)= 0 。 (4) 


为 证 《4 〉， 我 们 从 BCK- 代 数 的 定义 中 的 公理 (C1) 出 
发 : 以 z 米 y 代 z， 以 (z 水 7 水 y 代 y， 以 《〈z 水 思 沙 (人 z 沙 (人 z 水 y)) 
代 z， 则 有 
((z 沙 J) 冰 (2z 水 y) 水 y)) 水 ((z 沙 7y) 
冰 《(《2z 冰 3) 冰 (2z 水 (z 沙 y))) 
委 ((z 水 y) 水 (z 水 (z 沙 y))) 水 ((2z 冰 3) 水 3) 
0 
后 一 等 式 仍 因为 公理 (1 〉.。 这 样 ， 
(2 米 ) 六 ((z*》)*3>) 
委 ((z 沙 切 水 (人 (z 水 y) 冰 (人 (z 阔 (2z 阔 7))) 
= 0 ， | 
右 端的 等 式 是 由 于 关联 性 ，〔〈 以 z 水 y 代 z， 以 z 代 人 力 
《z 阔 J 阔 (z 冰 (2z 阔 y)) = 2z 阔 y 
这 就 得 到 (4 ) 。 
2 再 证 从 是 可 换 的 。 设 zx，y z，w 是 X 中 的 任意 四 个 元 素 .。 
由 公理 《了 I) 
《ZX 冰 (9 六 z)) 末 (7 冰 (y 闲 埠 ) 志 (yy 闲 习 炒 (y 冰 2) 
二 2Z 冰 4， 
后 一 不 等 式 之 所 以 成 立 仍 是 由 于 公理 (1 )。 再 据 定 理 1.6 的 1) 
而 有 
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(z 冰 (y 闵 z)) 六 (2 闵 ) 志 7 水 (y 水 4)， 
在 这 个 不 等 式 中 以 了 换 y，y 换 z2，y 冰 7 换 u， 则 有 
(Zz 冰 (2 水 y)) 阔 (37 水 (7 水 Z) ) 和 2 水 (zZ 水 (7 水 Z)) 
= TX 冰 zX 
= 0 
后 面 的 等 式 成 立 是 由 于 关联 性 条 件 及 公理 ( 丰 〉。 这 样 ， 我 们 得 
到 z 
Z 沙 (Z 米 9) 委 2 水 (2 阔 Z) 。 
互 换 z 和 y， 又 可 得 到 
y 阔 《2y 沙 Z) 委 Z 水 (Z 沙 7) 。 
由 最 后 的 两 个 不 等 式 便 有 
TI 冰 (Xx 冰 = 3y 阔 (7 水 Z)， 
即 z 人 y= y 人 rz。 Q。 下。D。 
这 个 定理 1 是 首先 由 KK.Tseki 和 S.Tanaka 在 [19] 中 得 到 
的 。1984 年 5 月 西北 大 学 数学 系 孟 杰 在 [491 中 简化 了 这 个 定理 的 
证 明 ， 即 给 出 了 下 列 ， 
方法 二 。 
1 之 2)。 在 (1) 中 以 z 沙 y 代 规 z 得 
Tk 冰 y= 《〈Z 水 y) 水 (7 水 (z 水 ?)) = (Zz 米 >) 冰 >， 
后 一 等 式 仍 由 于 (1 ) 而 成 立 ， 这 就 证 得 是 正定 关联 的 。 
其 次 ， 由 于 X 是 关联 的 ， 由 (1) 有 
Z 米 (7Z 沙 y) = (Z 水 (? 冰 2)) 水 (水 
= 〈zZ 水 人 Z 水 3) 沙 (3 水 工 ) 
<y 半 (yy 水 2)， 
最 后 的 不 等 式 是 由 于 K-2 及 定理 1.6 的 2〉。 再 互 换 z 和 y 可 得 
y 水 (7 玉 zZ) <z 水 (z 沙 2)。 
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据 K-5 有 : 
z 六 (7 六 芒 = y 米 (? 阔 z)。 
所 以 X 是 可 换 的 。 
2) 人 1) 。 不 等 式 
Tz 亲 (yA 冰 7) 志 7 
显然 成 立 〈 由 定理 1.6 的 3 ))， 只 要 证 明 
7z<Z 沙 (水 Z) 。 
计算 (由 可 换 性 及 正定 关联 性 》 
Z 水 (Z 沙 (3y 阔 z)) = (y 冰 7) 炒 ((y 冰 zx) 米 7) 


= ((y 水 z) 六 x) 闵 ((y 冰 z) 水 z) 
= 0 。 
故 
Z 委 Z 沙 (7 水 Z) 。 
因此 得 到 z= zx 冰 (y 冰 z)， 即 X 是 关联 的 。 Q.E.D， 
由 定理 1 和 定理 4。6 可 得 到 下 列 ， 


定理 2 ( 注 27) ”对 于 任意 的 基数 之 0 ， 存 在 一 个 基数 为 ?的 
关联 的 BCK- 人 代数。 关联 BCK- 代 数 类 是 一 个 真 类 ， 它 是 BCK - 
代数 类 的 -- 个 真子 类 。 Q:E.D. 

2 。 有 界 关 联 的 BCK-~ 代 数 

我 们 再 来 研究 具有 有 界 、 可 换 、 正 定 关联 三 个 性 质 的 BCK- 
代数 ， 这 就 是 有 界 关联 的 BCK- 代 数 ， 

有 界 性 可 换 人 性 正定 关联 性 
一 
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下 面 举 几 个 例子 ， 
BCK 一 代数 类 NAN 例 5 平凡 的 BCK- 代 数 
是 有 界 关 联 的 。 

例 6 设 X 是 一 个 非 空 集 
合 ， 则 《P(X); 一 ,9 是 一 个 
有 界 关 联 的 BCK- 代 数 。 

由 这 个 例子 可 以 得 到 下 
列 ， 

定理 3 ( 注 28) ”存在 无穷 
多 个 有 界 关 联 的 BCK-~ 代 数 ， 
而 且 一 切 有 界 关联 的 BCK- 代 数 作成 的 类 是 一 切 BCK- 代 数 作成 
的 类 的 一 个 真子 类 。 一切 有 界 关 联 BCK- 代 数 作 成 一 个 真 类 。 

证 由 例 6 ， 显 然 存 在 无 穷 多 个 有 界 关 联 的 BCK- 代 数 。 事 
实 上 ， 取 X= {$8), 则 {P(X1)， 一 ,9g} 是 一 个 有 界 关联 的 BCK- 代 
数 。 又 取 义 ,= P(X,)， 则 (P(X,); 一 , 办， 亦 然 ， 继 续 下 去 ; 
这 样 ， 

POXI), POX,), £%, P(X,), »… (5) 
按 “ 一 ，$” 蕴 作成 有 界 关联 的 BCK- 代数 ， 而 且 〈5》 中 任 两 
个 集合 P(X,) 寺 P(X,)， 当 mxn 时 、 

一 切 有 界 关联 的 BCK- 代数 车 作成 一 个 集合 5S。 那么 ， 
P(US)， (一 ， 乡 也 作成 一 个 有 界 关 联 的 BCK~- 人 代数, 而且 
IPCUS)| > Mb A 为 S 中 任 一 成 员 。 故 P(US) gS。 这 是 一 个 
矛盾 。 因此 S 是 一 个 真 类 ， 而 不 是 一 个 集合 . 

由 于 例 4.2 中 给 出 的 BCK- 代 数 (X， 冰 ，、0) 不 是 有 界 关联 
的 ， 估 此 5 是 一 切 BCK- 代 数 作成 的 类 的 一 个 真子 类 ， 

: Q.E.D. 


图 2-3 
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例 7 设 |X| 宇 3，X 中 建立 半 序 三 , 任 取 0EX， 使 VIEX， 
0 碾 r"， 如 果 z 和 y 是 又 中 任 二 非 0 元 ， 且 zsfy， 则 zz 与 y 不 可 
比较 。X 中 定义 运算 


~ 0, ry, 
Ye ry- x， 否则 ， 


由 定理 4.4 的 证 明知 ，《X， 冰 ，0》 是 正定 关联 的 ， 由 引 理 2. 1 又 
知 它 是 可 换 的 ， 因 此 它 是 关联 的 。 但 X 不 是 有 界 的 。 事实 上 ，00 
不 是 它 的 最 大 元 ， 因 |X| 这 3， 故 中 存在 非 零 元 ca， 于 是 ，a 冰 0 
二 a 志 0。X 中 任何 非 零 元 不 是 最 大 元 。 不 妨 设 非 零 元 a 是 最 大 
元 ， 由 于 | 区 | > 3 ， 故 X 中 还 有 另 一 个 非 零 元 6， 于 是 6 冰 a= bs 
a。 这 与 a 是 最 大 元 的 假设 了 蔬 盾 。 因 此 X 不 是 有 界 的 ， 从 而 X 不 是 
有 界 关 联 的 。 

由 这 个 例子 ， 我 们 可 以 得 到 : 

定理 4 ‘ 注 9 有 和 界 关联 的 BCK- 代 数 类 是 关联 BCK- 代数 
类 的 一 个 真子 类 ， Q.E.D、. 

3 。 有 界 关联 BCK-- 代 数 的 性 质 

我 们 先 有 下 列 : 

定理 5 在 一 个 有 界 可 换 的 BCK- 代数 (Xi， 水 ，0》 中 下 面 
的 条 件 是 等 价 的 ; 


1” 7Z=2Z 水 (yy 水 Z) 。 (1) 

2” z 六 y= (z 沙 切 沙 y。 (3) 
3” (x 冰 z) 冰 (y 水 z)= (z 冰 水 z， (6) 
4” zVNz= 0. : (7) 
5” ZzVNz= 1. (8) | 
6” X= Xk*Nz, .| (9) 

了 


Nz= ANz 冰 z。 (10) 


?7 


8*。 zk*(z*Ny) Zrw*y. (1 
9” z 冰 (zk*y) 三 zk*Ny， (12) 
10” (zx 米 (y 闵 2)) 冰 (zx 冰 y》) 三 z 冰 Nz (13) 
”证 由 定理 4.2 及 4.8 已 知 1 <>2° 亏 汪 3"。 我 们 先 把 这 个 
定理 的 证 明 步 又 列表 于 下 : 


1” <> 2 < 3 ”< 一 


| 
1) | 8) 
3) 6) 7) | 
4” < 先 > 6° 一 > 9°"—> 10°" 
2 0 5 个 
5 7° 8 图 2-4 


下 面 我 们 一 一 地 给 出 这 个 证 明 。 
1 ) 1 一 >4”。 我 们 计算 一 下 : 
rrANzrz= NrAr=I*(z*(z*N2Y) 
=2Z 沙 (zZ 沙 (1 水 z)) = 0。 
其 中 第 一 个 等 式 用 到 了 可 换 性 ， 最 后 一 个 等 式 据 条 件 1 。 
2 ) 4 < 夺 >5”。 这 是 由 于 如 采 
rANzr= 0， 
那么 
N(rAN7r)= No= 1. 
由 定理 3. 12( 用 到 了 有 界 可 换 性 〉 知 
NzVNNz= 1. 
(由 引 理 3.3，NNz= xz， 再 由 可 换 性 知 
rvVNr= 1., 5° 
反之 , 如果 5° 成 立 , 则 NNzVNr= 1, 从 而 NzVNNz= 1， 
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再 由 定理 3.12 及 定理 38 的 1) 有 N(zANz) = No。 由 于 下 型 
3.3 可 知 ( 两 边 先 取 N)，z 八 Nr= 0 。 
3) 4 <>6。 
我 们 先 由 4 之 6 。 由 于 定理 1.6 的 3) ， 我 们 有 
Z 沙 人 zz 委 Z。 
为 证 6 ， 只 要 证 明 zx 冰 和 Nz 即 可 。 为 此 ， 我 们 计算 
Tz 亲 (zx 亲 Nz)= NrAxz=rITANI= 0， 
后 二 等 式 分 别 用 到 了 可 换 狂 和 条 件 4 。 于 是 ，z 委 z 水 Wz。 
再 由 6 之 人。 由 于 6 "成 立 ， 故 
Z 阔 (zZ 阔 ANz)= 0， 
即 
NrArz= 0， 
由 于 可 换 性 则 有 
ZANz= 0 。 
4 ) 6 < 之 7 ”， 
我 们 先 由 6 "之 7 "。 在 6" 中 以 Nz 代 z， 
Nr= Nzx¥kNNz, 
因 引 理 3.3，NNz= z， 故 Nz= Nz 冰 z。 这 就 是 7”。 
表 由 7 之 6”。 在 7 "以 Nz 代 z， 据 引 理 3.3 就 得 6°. 
5 ) 8 < 所 ->9 。 这 由 引 理 3.3 即 知 。 
6 ) 6 全 9 。 为 证 这 一 点 ， 我 们 先 给 出 两 个 引 理 ， 它 们 本 身 
是 BCK-~ 代 数 和 有 界 BCK- 代 数 的 性 质 。 
引 理 1 设 〈^ 水 ，0? 是 一 个 BCK-~ 代 数 ， 则 对 于 关中 的 
任意 四 个 元 素 *，y，z， 玉 ， 成 立 下 列 二 式 ， 
(Z 米 (7 阔 z)) 阔 (zZ 沙 (3? 冰 矿 )) 委 z 水 历 ， (14) 
(Zz 冰 (y 冰 2z)) 闵 (z 冰 WW) <Z 沙 (水 所)。(15) 
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证 由 BCK- 代 数 的 定义 中 的 公理 〈 工 》 可 知 ; 
(Z 沙 (y 阔 z)) 水 (zz 水 (yy 水 矿 )) 委 (7y 冰 歼 ) 洲 (7y 阔 2z) 


< 妇 z 阔 厅 。 
这 里 两 次 用 到 了 公理 (I)。 这 就 得 到 了 《1L4) 。 再 由 定理 1'6 的 
1 ) ， 我 们 立即 得 到 《〈15) 。 Q.E.D， 


引 理 2 ”如果 《X; 水 ，0? 是 一 个 有 界 的 BCK- 代数 ， 则 对 
于 任意 的 zx，yEX 成 立 
(Zz 阔 (Z 水 y)) 阔 (y 水 必 z) 委 z 水 (z 水 zz) 。 (8) 
证 在 〈15) 中 以 zx 代 y,，>》 代 z，Nz 代 太 ， 则 有 
(z 水 (z 水 切 ) 水 (y 水 WwWz)< 生 z 水 (z 沙 Nrz) Q.E.D， 
现在 我 们 由 6" 之 9". 由 于 X 是 有 界 的 , 故 (16) 成 立 , 由 6" 知 
z 水 (z 阔 rz) = 0， 
故 
(Z 沙 (z 水 ?7)) 水 (7 沙 人 zxz)= 0， 
即 有 
Z 水 (z 水 y) 委 ?y 水 人 rz 
由 于 X 是 有 界 可 换 的 ， 故 由 引 理 3.3 知 ， 1(X) =X. 因此 ,， 7， 
》E1(X)。 再 由 定理 3*15 知 ， 
>y* Nrz= zx*Ny, 
从 而 得 到 9°. 
7 ) 9 祝 10"。 为 证 这 一 点 ， 我 们 先 给 出 下 列 ， 
引 理 3 对 于 有 界 关 联 的 BCK- 代数 (X 洲 ，0)》 中 任意 两 
个 元 素 z 和 y 成 立 
yArt= zx*Ny= yx*Nz. 《17) 
证 由 于 入 是 有 界 关 联 的 , 故 1" 成 立 , 从 而 9" 成 立 。 因 此 ， 
yAT= Z 阔 (Z 沙 y) 委 Z 水 Wy= yx*Nz, 
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另 一 方面 ， 我 们 可 以 算出 
(rz*Ny)*(YAT) = (rx*Ny) xk (rk (rkA*y)) 
(zx 冰 >y) 冰 Ny 
= (ZX 亲 y) 冰 (1 水 >》) 
其 中 不 等 式 成 立 是 由 于 公理 (1》。 由 于 公理 (1) 
(x 冰 》) 冰 (Xx 冰 DD) 二 1 冰 >》， 
再 由 定理 1.6 的 1) 有 : 
《Z 沙 7y) 冰 (1 阔 y) 魏 Z 水 1= 0， 
磷 得 
(zx 冰 和 Ny) 冰 (y 八 7)= 0， 
从 而 
r*Ny<yA\z, 
把 两 方面 结合 起 来 ， 便 得 到 (17) 。  Q.:E.D、. 
检查 这 个 证 明 我 们 可 以 发 现 ， 这 个 证 明 并 不 必要 求 正定 关联 
性 。 因此， 引 理 3 的 条 件 可 改 为 ， 
引 理 4 对 于 有 和 界 、 可 换 和 满足 条 件 9” 的 BCK~ 代数 (XI 
沙 ，0? 中 的 任意 两 个 元 素 x 和 yy 成 立 (17) 。. Q:E.D， 
现在 我 们 证 明 由 9 全 10"。 这 时 引 理 4 的 条 件 满 足 因此 
(17) 成 立 ， 故 有 
rAy= yAN 人 z=z 沙 人 yy= yy 水 NA 。 
由 公理 《 I》 我 们 可 以 算出 ， ， 
(z 冰 (y 冰 2z)) 冰 (xz 冰 y)= (x 炒 (z 冰 >)) 闵 (9 水 2) 
= (y 八 7) 闲 (y 冰 2z) 
= (3 水 Nz) 阔 (yy 水 z) 
2z 冰 NzT= zx*Nz 
8 ) 10 坊 3”。 我 们 为 证 这 一 点 ， 先 给 出 下 列 ， 
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引 理 5 ”对 于 有 界 BCK- 代 数 (X， 炒 ，0》 中 的 任意 两 个 元 


素 z 和 y 成立; 
(rz*y)*Ny= 0 ， (18) 
证 因为 x 二 1， 由 定理 1.6 的 2) 知 z 阔 7y 和 1 沙 y， 故 
(rz 冰冰 Ny= 0。 Q*:E:.D. 


现在 我 们 证 明 10” 才 3"。 我 们 在 10 中 以 z 阔 ?了 代 z，z 代入 
> 代 z，。 便 有 
《(Zz 亲 》) 米 (z 闲 y)) 灯 ((z 冰 六 2) 
<(z 亲 WD*Ny= 0， 
后 一 等 式 据 (18) 。 这 样 我 们 得 到 : 
(z 冰 力 闵 (z 米 访 生 (7 米 阔 2= (z 冰 2z) 闵 y 
在 最 后 这 个 不 等 式 中 把 > 与 > 互 换 一 下 就 得 到 ， 
(z 米 2z) 冰 (3? 米 2) 委 (Z 沙 切 沙 z。 
再 由 定理 4. 1 知 
(Z 沙 7) 水 z 委 (Z 水 2 水 (7y 冰 2z) 。 
因此 ， 我 们 得 到 3"。 Q-.E.D. 
由 于 定理 1 ， 关 联 性 蕴涵 可 换 性 。 故 我 们 由 定理 5 立即 得 到 
下 列 ， : 
推论 ”有 界 关 联 的 BCK- 代 数 〈A 水，0? 具有 性 质 《7) 


一 (13). Q.E.D. 
4 。 余 元 和 有 余 元 格 
定理 5 中 

ZN 人 Nz= 0 《7 ) 
和 

ZVANz= 1 (8) 


这 二 式 很 有 意思 。 由 定理 5 的 推论 知道 ， 对 于 有 界 关 联 的 BCK- 
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代数 ( 义 ， 灯 ,0) 来 说 , VTEX， 存 在 y= Nz 满 足 (7) 和 (8)。 
现在 ， 我 们 考虑 一 般 的 有 界 可 换 和 的 BCK- 代 数 ， 先 有 下 列 的 : 
定义 2 设 《X， 冰 ，0)》 是 一 个 可 换 的 有 界 的 BCK- 代数， 
如 果 对 于 zxEX 存在 一 个 元 素 yEX， 满 足 
rAy= 0, rrVy= 1， (19) 
则 称 > 为 z 的 一 个 余 元 ， 且 记 y= ~z。 
由 这 个 定义 及 定理 5 的 推 沦 可 知 成 立 下 列 。 
定理 6 有 界 关联 BCK- 人 代数 (X 水 ，0) 的 每 一 个 元 素 都 
有 一 个 余 元 。 Qe.E.D. 
现在 ， 我 们 对 于 有 界 关 联 BCK- 代 数 《X， 冰 ，0) 的 任意 两 
个 元 素 x 和 y, 来 具体 地 求 一 下 xz 八 y 和 zxzVy。 首先, 由 (12) 有 
TAy= yAT= I* (rk ErkNy= yx*Nz, : 
后 一 等 式 是 由 于 引 理 3. 3 和 定理 3. 15。 另 一 方面 , "由 于 zs 1， 
故 
z 阔 7y 委 1 水 y。 
从 而 
Z 水 六 ?=z 水 (1 水 9) 委 z 水 (Z 沙 力 = yy 人 z= 工 人 yy。 
这 样 ， 我 们 得 到 
zz 人 yy=Zz 水 Ny= y*Nz, (20) 
此 外 ， 由 《〈20) 我 们 有 : 
rrVy= yVr= N (NrANy)= N (NyAN\Nz) 
=N(Ny*NNz)= N (NrkNNYy) 
= NNy*z)= N(Nz*y), (21) 
其 中 第 一 个 等 式 是 由 于 《XX，; 八 ，V) 是 一 个 格 (定理 3.11) 及 
格 的 性 质 〈 定 理 1.3*19 的 2 )) 。 这 样 ， 我 们 就 得 到 下 列 ， 
定理 7 设 (X， 水 ，0》 是 一 个 有 界 关联 的 BCK- 代 数 ， 则 
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对 于 任意 的 T7，y EX 成 立 ; 
rAy= rz*Ny= y*Nz, (20) 
和 
rVy=yVr= N(Nz*ky)= NNy*7), 
Q.E.D、. 
下 面 我 们 来 讨论 有 界 可 换 的 BCE&- 代 数 ， 我 们 有 下 列 : 
定理 8 设 《X， 冰 ，0〉 是 一 个 有 界 可 换 的 BCK- 代 数 ， 则 
对 于 任意 的 T7，y，z EX 成 立 : 
(ZX 冰 z) 冰 (y 冰 z)= I 水 (yyVz2)，。 (21) 
和 
Nzx*Ny= yx*I (22) 
证 ”我们 先 证 (22)。 由 定理 3。8 的 5) 及 引 理 3。3 我 们 有 
ANz 水 Ny= NNy 水 zZ= y 水 zy 
这 就 得 到 了 (22) 。 
现在 我 们 再 来 算 一 下 
z 沙 (人 ZVJ)=z 冰 人 (CNzANy) = NMNz 水 NONz 人 N 人 Ny) 
=NN(NrANyY)*Nz = (NrANyY) *Nz 
= (Ny 水 (Ny*Nz))*Nz 
= (Ny*N2z)*(Ny*NZ2) 
= (z 冰 》) 冰 (7z 冰 >)， 
这 里 我 们 先后 用 到 了 ，V 的 定义 ， 引 理 3。3， 定 理 3。8 的 5 ) ， 
和信 的 定义 ， 定 理 1。 5 及 〈22) 。 这 样 ， 我 们 就 得 到 了 
. 2 六 (TVy)= (z 闲 》) 冰 (Iz 冰 》)， 
以 z 代 z，y 代 z，z 代 y， 则 有 
TX 水 (yV2)= (〈Z 冰 2) 洲 (y 阔 2) 。 Q 上.D，。 
”定理 6 指出 ， 有 界 关 联 的 BCK 一 代数 的 每 一 个 元 素 有 一 个 
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余 元 。 但 是 ， 对 于 有 界 可 换 的 BCK- 代 数 这 个 结果 未 必 为 真 。 然 
而 ， 我 们 可 以 证 明 、， 如 果 有 余 元 ， 则 必 唯 一 ， 即 有 下 列 : 
定理 9 如果 在 一 个 有 界 可 换 的 BCK- 代 数 (XI 沙 ，0) 
中 元 素 zxEX 有 余 元 ， 则 它 的 余 元 是 唯一 的 。 
证 设 y》 和 yy’ 是 7 的 两 个 余 元 ， 则 
TAyY=0, TVy=1; TA =0, TVy’ = 1, 
于 是 
y 冰 (y 冰 2)=X 八 y= 0。 
因此 ， 
yy 和》 水 并 。 
另 一 方面 ， 由 定理 1。6 的 3 ) 有 
y 水 并 和 7y。 
故 y》= ? 米 z， 同 理 ?/ = y’' 冰 xX。 
现在 计算 
y 冰 y= (y 水 z) 冰 (y' 冰 7) = yy 来 (7 Vz) = y 冰 1=0， 
其 中 第 二 个 等 式 是 由 于 (21) 。 同 理 可 得 y/ 冰 y= 0。 由 BCK- 代 
数 的 定义 中 的 公理 (Y) 知 y= y/， Q.E.D. 
下 面 介绍 格 论 中 的 一 个 概念 ， 
定义 3 ”如 果 具 有 单位 元 的 一 个 格 的 每 个 元 素 恰 有 一 个 余 元 ， 
这 个 格 被 称 为 是 具有 了 唯一 余 元 的 ， 或 简称 为 唯一 余 元 的 。- 
由 这 个 定义 及 定理 9 我 们 立即 得 到 下 列 ， 
定理 10 任何 有 余 元 的 有 界 可 换 的 BCK 一 代数 是 对 于 人 和 
V 的 一 个 唯一 余 元 格 。 Q.E.D。. 
5。 有 界 关 联 性 和 布尔 代数 
在 本 节 的 最 后 ， 我 们 再 转 到 有 界 关 联 的 BCK- 代 数 上 。 我 
们 要 证 明 这 样 的 一 个 代数 是 对 于 入 ，V 和 N 的 一 个 布尔 代数 。 为 
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此 ， 我 们 先 介 绍 一 下 有 关 布 尔 代数 的 一 些 基本 概念 。 这 些 材料 也 

是 第 一 章 中 有 关 格 论 知识 的 一 个 补充 。 有 些 有 关 格 论 的 一 些 结果 

我 们 在 这 里 皆 不 证 明 ， 读 者 可 参看 [3，7]。 我 们 先 有 下 列 ， 
定理 11 在 任意 格 中 下 列 诸 式 成 立 ， 


1) (TAYy) VIAz) ErA (yyV2), (23) 
2) (rzVy) 人 人 (rzVz)<rV (TA 2z), (24) 
3) 若 z 态 7,， 则 (zx 八 y) Vzsz 人 N 人 (yyVz)， (25) 


La a mi 好 
4) VV (Vz) <A (V (Cn)， (25) 
j=! j=1 j=1 j=! 


对 于 一 般 的 格 上 述 四 个 不 等 式 不 能 改 为 等 式 .。 对 于 等 式 成 立 
的 和 情形， 我 们 介绍 下 列 ， 


定义 4 ” 称 条 件 
(Ay)V (rzAz) =rA (yV2) (26) 
及 
(TVy)A(TV2z)= xV rzrA2z) (27) 
为 分 配 律 ， 条 件 
: zr(TAyY) Vz2= ITA (yV2) (28) 


称 为 模 律 。 
”分配 律 成 立 的 格 称 为 分 配 格 ， 模 律 成 立 的 格 称 为 模 格 。 
，， 有 下 列 结果 ， 


定理 12 ”分 配 格 是 模 格 。 Q.E.D。 
定理 13 分 配 律 (26) 和 〈27) 是 等 价 的 。 
Q.E.D。 


现在 我 们 可 以 给 出 布尔 代数 的 定义 了 ， 即 有 下 列 ， 
定义 5 ”如 果 一 个 格 (X， 八 ，V》 满 足 
1 ) 具有 最 小 元 0 及 最 大 元 1 ，。 
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2 ) VzEX，3z' EX， 使 得 
ZrVz' = 1， 人 z' = 0， 
则 称 它 是 一 个 有 余 元 格 。 一 个 有 余 元 格 若 满足 分 配 律 ， 则 称 为 
Boole (布尔 ) 代数 。 
我 们 现在 可 以 给 出 下 列 : 
定理 14 ”任何 有 界 关 联 的 BCK- 代 数 是 一 个 Boole 代 数 。 
证 ”由 于 定理 6 ， 任 何 有 界 头 联 的 BCK 一 代数 ‘A ， 冰 ，0， 
是 一 个 有 余 元 格 。 我 们 再 证 它 满足 分 配 律 
首 匈 ， 由 〈23) 及 可 换 性 我 们 有 : 
(TAz)V (yAN\2) (TVy) ANz, 
其 次 ， 我 们 作 如 下 计算 ， 由 定理 7 有 (及 可 换 性 》 
有 = ((CVJ 人 z 洲 ((ZANAz) VAN 人 z)) 
= 《NGNy*7) 八 z) 冰 ((z 六 Nz)V (y*N2)) 
=(N(Ny 冰 zf)kNz)k 冰 NON(z 六 Nz) 冰 (y 冰 Nz)) 
= (z 冰 《Ny*7))*NCGN (rk*N2z)*(yX*N2)), 
“其 中 后 一 等 式 是 由 于 (22〉。 这 样 得 到 
K= (zx*(Ny*7T)) NGO (rk N2z)* (yx*N2)) 
=NN (zx* (Ny*7))*NGN (zx*Nz)* (y*N2)) 
= (NN (zz)(y 冰 Nz)) 六 NN(z 六 (Ny*7x)) 
= (入 (xz 冰 入 2z) 冰 入 (z 冰 (Ny 冰 z))) 灯 (yk*N2) 
=((z 冰 (Ny 六 7)) 六 (zx 冰 NNz)) 冰 (y 冰 Nz) 
=((N(Ny*7)*Nz)*(z*N2)* (y*N2) 
= ((N(Ny 冰 7) 冰 7) 冰 Nz) 灯 *(y*N2) 
这 后 一 等 式 是 由 于 正定 关联 性 的 定义 而 得 。 进 一 步 地 ， 我 们 有 : 
K= ((N(NyA*7)k*N2)A*7)k* (ywk*N2) 
= ((z 亲 (Ny 六 7)) 冰 XY) 冰 (yk*N2) 
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=((z 冰 7z) 冰 (Ny 冰 7)) 冰 (y 冰 NN2)， 
再 根据 正定 关联 性 的 定义 有 
K=((z 冰 Ny) 灯 7?) 灯 (9y 冰 Nz) 
=((z 亲 和 Vy) 亲 (y 冰 入 2)) 外 7 
=0 冰 z 
二 0 。 
这 里 尚 需 说 明 一 个 事实 ， 即 
(z 冰 入 y) 冰 (>y 米 Nz) = 0。 (29) 
我 们 由 定理 3，。8 的 5〉 出 发 ; 
Nz 半 y= My 水 z。 (30) 
由 《〈30) 我 们 有 
(NWz 炒 妇 沙 (CNVWy 沙 z) = 0。 
在 这 个 等 式 中 命 和 Nz 代 x，Ny 代 y， 则 有 (29). 
这 样 ， 我 们 证 得 
K=((zVy)AN2z)A*((zAz)V (yA2z)) = 0。 
故 
(TVI)AzE(TA2Z)V (yAN\2). 
结合 证 明 第 一 步 所 得 到 的 结果 便 有 
(TAz)V (YAN2)= (TVYI)ANz2 
于 是 (X， 八 ，V) 是 一 个 布尔 代数 。 Q.E.D. 
我 们 以 有 界 关 联 的 BCK- 代 数 的 一 个 性 质 结 束 本 节 ， 即 有 
下 列 : 
定理 15 ”在 一 个 有 界 关联 的 BCK- 代 数 〈X; 水 ，0〉 中 对 于 
元 素 y 和 z EX 存在 一 个 最 大 的 元 素 zx 满足 
Z 阔 y< 委 z (31) 
而 且 z 是 由 >Vz 给 出 的 。 
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证 ”我们 先 断 言 y>Vz 满 足 (31) 。 这 是 由 于 
(z Vy)*y= N (NzANy)*y 
=Ny*(Nz 人 人 Ny) 
=NNy* (Ny 水 (Ny*N2) 
关 为 Wy 米 Nz 委 z 沙 y《〈 据 定理 3， 8 的 3 ))， 故 六 y 水 (z 水 2 生 
Ny 沙 (YY 炒作 z) 〈 据 定理 1. 3 的 1))， 从 而 NWy 水 (Woy 洲 (Ny 
水 几 ?)) 委 人 yy 炒 (yy 水 (z 沙 7))， 这 样 就 有 
(zVy)*yNyAk*(N yx* (zr*>y)), 


又 因为 
(N yk (N yx* (zx*y)))* (1* (1 六 *2z)) 
= ((1 水 y) 冰 (1 亲 (1 闵 2))) 冰 CNy* (zk)) 
= (1 六 (1 来 (1 六 2))) 阔 》) 米 (Ny 冰 (z 米 >)) 
= (NNNzw*y)*(Ny 亲 (zk)) 
= (Nz 冰 y) 冰 CN(y 水 2) 多 >) 《定理 3，8 的 5 )) 
= (Nz*N (yx*2))*y (正定 关联 性 》 
=《〈(y 水 z) 沙 z) 水 ? (定理 8》 
=《〈(y 冰 2z) 阔 y) 水 z 
=《〈(y 水 y) 水 纺 水 z 
= (0k*2z)*2z 
二 0， 
故 得 


(zVJy) 沙 7y 安 1 水 (1 沙 z= 六 Nzsz。 
下 面 我 们 来 证 明 ， 若 z 满 足 z 水 y 委 2 则 z<zV y= ?va 我 
们 只 要 算 一 下 ， 
T(zVy)= rkN(N2zAN yy) 
= (NzANNy)* Nz  〈( 据 (20)) 
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= (Ny*(Nyk Na)*Nz 


= (Ny*Nz)x* (Ny*N2) 
Es = 《2Z 阔 y) 水 (2 水 3) ( 据 (22)) 
= (Z 水 z) 阔 》 
= (7 冰 y) 冰 z= 0， 
后 一 等 式 由 于 条 件 + 冰 yz. 


这 就 证 得 满足 (31) 的 z+ 中 有 一 个 最 大 元 率 yVz。Q，E。，D 


$6 具有 条 谷 (>) 的 BCK- 代数 


在 这 一 节 中 我 们 再 来 讨论 一 类 重要 的 BCK- 代 数 一 一 具有 条 
件 (S) 的 BCK -代数 ,已经 有 许多 数学 家 研究 过 这 一 类 代数 ， 得 到 
了 大 量 的 成 果 。 我 们 在 这 里 只 是 向 读者 介绍 一 下 它 的 概念 及 一 些 
基本 性 质 . 

1。 定 义 和 例 子 

上 一 节 末 我 们 给 出 了 有 界 关联 的 BCK- 代 数 的 一 个 性 质 ， 
对 于 任意 的 y 和 z, 存 在 满足 x 冰 y<<z 的 最 大 的 rz, 而 且 这 个 最 大 
的 z 正 是 yYVz。 这样, 我 们 就 有 必要 研究 具有 这 个 性 质 的 BCK- 
代数 。1977 年 人 。Iséki 就 据 此 引进 了 具有 条 件 (S) 的 BCK- 代 
数 。 

定义 1 设 《X， 水 ，0》 是 一 个 BCK- 代数 .如 果 对 于 在 
意 的 y 和 2zE€X， 存在 满足 条 件 

zx*y<2 (1) 
的 一 个 最 大 元 素 z， 那 么 称 它 是 具有 条 件 (5) 的 BCK- 代 数 ， 且 
记 这 个 最 大 元 半 

= YZ2。 
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注意 ， 实 际 上 这 是 在 具有 条 件 (S) 的 BCK- 代数 〈X; 水 ， 
0) 中 引进 了 一 个 二 元 运算 
。:X xX->X, 
(yy, 2) PT= yo 2。 (2) 

我 们 来 看 几 个 例子 ， 

例 1 平凡 的 BCK- 代 数 是 具有 条 件 (S) 的 。 

例 2 ,有 界 关 联 的 BC 术 -代数 是 具有 条 件 (3) 的 。 特 别 地 ,有 

例 3 设 X 是 一 个 非 空 集合 。 则 《P(X)， 阔 ，) 是 一 个 有 
: 界 关 联 的 BCK- 代 数 ， 因 此 是 具有 条 件 (S) 的 。 在 ‘P(X)， 一 ， 
中 中 (1) 为 

A- BEC, (3) 

其 中 A，B，C 是 X 的 三 个 子 集 。 显 然 ，B。C=C-8B. 
为 了 方便 起 见 ， 我 们 引进 一 个 记号 ， 即 有 下 列 ， 

定义 2 设 ‘ 久 ， 米 ，0; 是 一 个 BCK- 代 数 。 对 于 任意 的 
za，bEX 满 足 ~ 
zk 冰 a 志 6 (1) 
.的 元 素 z 的 集合 记 为 4(aG，、D) 

显然 ， 成 立 下 列 ， 

定理 1 对 于 BCR- 代 数 (& 米 ，0> 中 的 任何 元 素 a 和 5， 
集合 A(a， 刀 是 非 空 的 。 

证 由 于 BCK- 代 数 定义 中 的 公理 (1IY)，0E4(a，b)， 
! 故 4(ao， 纺 非 空 。 Q-E.D. 
”定理 2 BCK- 代 数 ‘X， 冰 ，0> 是 具有 条 件 (S) 的 当 且 仅 当 
对 于 任意 的 a,6EX， 存 在 supA(a，6b) EX. 

Q.E.D. 
现在 我 们 给 出 一 个 不 具有 条 件 (S) 的 BCK- 代 数 的 例子 。 
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例 4 设 X= {0，a，b，c，1),X 中 的 二 元 运算 水 由 下 表 给 
出 ， 


010 0.0 0 0 
ala 0 cc 0 
bib rc 0c 0 
clc 0 0 0 0 
111 ac 0, 


则 5X 六 ，0 ,是 一 个 BCK- 代 数 。 在 这 个 代数 中 按 其 大 小 可 
图 示 如 下 : | 
] 在 这 个 代数 中 ，A(a，a) = {10，a，b，c}， 
D4 它 没有 最 大 元 素 。 因 此 ，《X， 冰 ， 0 ) 不 具 
人 有 条 作 (5). 
~ 注意 。1" 这 个 代数 是 有 界 的 ， 1 是 最 大 
元 素 , 
图 2-4 2° 这 个 代数 不 是 正定 关联 的 ， 因 为 
C 阔 D= c 半 0= cc 六 b= (ca 六 虽 沙 D。 
3 "这 个 代数 是 可 换 的 。 
4" 这 个 代数 不 是 关联 的 。 
例 5 设 X= (0，a，as，…，a。，1}， 先 在 X 中 规定 一 个 
序 ， 


I 


OO em 


0<al<ad 1 
然后 我 们 定义 人 中 的 二 元 运算 米 ， 
. 0， 如 果 zx 委 y， 
TI 冰 y= a, 如 采 y<z， 且 y 关 0， 
`“z、 如 果 y<z， 月 v= 0。 
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则 4X， 水 ，0 ,是 具有 条 件 (S) 的 BCK- 代 数 ， 
由 这 个 例子 我 们 可 以 得 到 下 列 ， 
定理 3( 汪 30) ”存在 无 穷 多 个 具有 条 件 (S) 的 BCK- 代 数 ， 
Q.。E。D。 
这 个 定理 的 证 明 我 们 不 作 了 ， 下 面 的 定理 将 比 定理 3 更 强 ， 
在 叙述 定理 4 以 前 ， 我 们 再 给 出 一 个 例子 
例 6， 设 X= {0，o}，X 中 的 二 元 运算 水 由 下 表 给 出 ， 


沙 | 0 a 
0 |0 0 
aliqg 0 


则 《XX， 米 ，0 是 一 个 BCK- 代 数 。 
4(0，0)= {0}， A(0, a)= {0, a}, 
A(la, 0) = {0}, 4(0，a) = {0, a}, 
故 0。0=0，0。a=a ao。0=0, aoa=a， 
因此 X 是 具有 条 件 (S) 的 。 
现在 我 们 给 出 一 个 比 定 理 3 更 强 的 一 个 结果 ， 
定理 4( 注 31) 对 于 任意 的 自然 数 ”存在 一 个 元 素 个 数 为 ”的 
具有 条 件 (S) 的 BCK- 代 数 ， 
证 当 2= 工 时 ， 由 例 1 给 出 的 Xi 洲 ，0? 即 为 所 求 ， 
当 #= 2 时， 由 例 6 给 出 的 (XI 米 ，0> 即 为 所 求 。 
当 nn 之 3 时 ， 由 例 5 给 出 的 (X# 水 ，0> 即 为 所 求 。 
Q。E.D。 
我 们 在 下 面 再 给 出 几 个 例子 。 : 
。 例 7 设 XX= {0，o，b，c，d，1}，X 中 的 二 元 运算 冰 由 下 
表 给 出 ， : : 
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lo abred 


js 


SS DO Oo 
[| 
oO oo 


0 
0 
a 
0 
0 
a 


RN 0 0 NN OD 


c b 0 ， 
则 CX， 六 ，0) 是 一 个 具有 条 件 (S) 的 BCK- 代 数 。 这 个 代数 元 素 
间 的 序 关系 可 见 下 图 ， 


2-5 
这 个 代数 的 运算 。 由 下 表 给 出 ， 


© a Cc 


| 


0 
0 
a 
6b 
c 
d 
1 


| 
| 


1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 


例 8 设 y= ou 为 任 一 初始 序数 。 命 区 (y) 为 一 切 小 于 或 等 
于 ? 的 序数 作成 的 集合 。“ 到 ”是 反 (7) 中 序数 间 的 顺序 、 则 
上 (| =? (或 记 为 N) 。 在 上 (7) 中 定义 炒 : 
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0, Zz&y, 
z 米 y= 11，y<z，y 二 0， 
Z，y< IT，y= 0。 
: 则 (X， 炒 ，0? 是 一 个 基数 为 ?的 BCK- 代 数 。 可 以 算出 
A(0, 0)= 10}, 0° 0=0; 
A(x, 0)= A(0, 7)= {2EAX(y); 2zE7}, 
TE0, To 0=0° T=7s 
A(l(r, 7)=X(y), rE0, ToT= ?7 
A(z, y) =X(y), I, YE0, To y=7. 
所 以 ，《 广 (y)， 灯 ，0) 是 具有 条 件 (S) 的 ， 
注意 , 例 5 可 看 成 此 例 的 一 个 特殊 情形 。 且 和 (7) 是 有 界 的 ， 
7 是 它 的 单位 元 。 
由 例 8 ， 我 们 可 以 得 到 下 列 : 
定理 5( 注 3? 对 于 任意 的 基数 (= 初始 序数 )? 之 0， 存 在 一 个 
基数 为 y 的 具有 (5) 的 BCK- 代 数 .一 切 具 有 条 件 (S3) 的 BCK- 代 数 
作成 一 个 类 ,而 不 是 一 个 集合 (因此 是 一 个 真 类 ) 。 一 切 具 有 条 件 
(S) 的 BCK- 代 数 的 类 是 一 切 BC&- 代 数 作成 的 类 的 一 个 真子 类 。 
证 ”第 一 个 结论 由 例 8 可知 。 由 第 一 个 结论 可 知 第 二 个 结论 
成 立 。 由 例 4 知 第 三 个 结论 成 立 。 Q.E.D. 
我 们 知道 有 界 关联 的 BCK- 代 数 丝 是 具有 条 件 (S) 的 ， 即 有 
有 界 关 联 BCK -代数 类 所 具有 条 件 (5) 的 BCK- 代 数 类 。 
一 个 自然 的 问题 是 ， 上 面 的 包含 式 是否 真 包含 。 管 案 是 肯定 的 ， 
即 我 们 有 下 列 : 
定理 6 .和 主 33) 有 界 关 联 BCK- 代 数 类 是 具有 条 件 (5) 的 
BCK- 代 数 类 的 -一 个 真子 类 。 
证 例 7 中 BCRK- 代 数 (X， 沙 ，0， 是 具有 条 件 (S) 的 ， 但 
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(沙洲 dg= a 冰 d = 0 二 G= 09 洲 d 
故 它 不 是 正定 关联 的 ， 因 而 也 不 是 有 界 关 联 的 。 
Q.E.D. 
2。 具 有 条 件 (3) 的 BCK- 代 数 的 基本 性 质 . 
我 们 在 这 里 补充 一 个 抽象 代数 中 的 概念 。 
定义 3。 设 上 是 一 个 非 空 集合 ，G 中 有 一 个 二 元 运算 。, 且 
满足 结合 律 ， 则 (tt，。) 被 称 为 一 个 半 群 。 如 果 半 群 (G，。) 
中 存在 元 素 e 满 足 ， 
VaEGL, ae=ea=a, (4) 
则 称 之 为 具有 恒 等 元 的 半 群 。 
我 们 有 下 列 结 果 : 
定理 7 具有 条 件 (S) 的 任何 BCK 一 代数 (X， 炒 ，0 > 是 关 
于 。 的 一 个 交换 的 半 群 ， 即 《X,。》〉 是 一 个 半 群 ， 生 va,，b EX 
有 a。6b= 56。a， 此 外 0 是 这 个 半 群 中 的 一 个 恒 等 元 。 
证 ”我们 分 以 下 几 步 进行 证 明 。 
“ 荆 )》 先 证 交换 性 ， 即 对 于 任意 的 z，>EX， 成 立 
To Y=yY°o I 《5) 
这 一 条 本 身 是 具有 条 件 (3) 的 BCK- 代 数 的 一 个 重要 性 质 。 
. 也 运算。 的 定义 我 们 有 
(TZ。J) 水 2 和 yy。 
由 定理 1.5 知 
《rz 。 DD)*y Sr 
故 
To YEYo 7 
将 x 和 和 y 互 换 一 下 又 有 
yo°o TETo y, 
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故 得 (5 ) 。 
2 ) 再 证 结合 律 成 立 。 由 。 的 定义 知 ， 对 于 X 中 任意 三 个 元 
素 zx, y，z 有 : 
((T0o Y) 。2) 阔 2 和 Ze yy 
再 由 。 的 定义 知 
(CCT。y) 。2) 冰 2z) 沙 ?< 
从 而 
(((Z。y)。2z 阔 7) 水 2 和 7。 
即 有 
((X oy) oo 2)x*yE2o r=7Io 2, 
又 由 。 的 定义 而 有 
(TZ oy) oo 2EYo (To2)= (roz)。y 
把 y 和 z 互 换 一 下 ， 则 有 
(To 2) 0o YE(To y)。2, 
因此 ， 我 们 得 到 
(Zey)。z= (Tez)o。y。 
利用 。 的 交换 性 可 有 
(zey)。z= (ze。z)。y= (zo7x)o y= (zo y)o r= 
=Xo (20 yy)=Io (yo。 2), 
3 ) 由 1)，2) 就 得 到 了 (X，。) 是 一 个 交换 半 群 。 
4) 证 0 是 半 群 (发 ，。) 的 恒 等 元 。 事 实 上 ， 由 于 对 于 任 
意 的 xzEX | 
Zz 冰 z= 0， 
故 
TEA(r, 0) 
态 一 方面 ， 若 xE4(z，0) 即 
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故 
r= supAl(x, 0)=7xo。0=00o7 QED. (7) 
”这 个 定理 有 下 列 ， : 
推论 ”如果 (X， 洲 ，0? 是 具有 条 件 (S) 的 有 界 BCK- 代 数 ， 
那么 对 于 任意 的 zEX， 成 立 : 
rol=1eor=1, zo Nz=1. (8) 
证 ” 先 证 第 一 式 。 由 于 
(1 六 7z) 六 1= (1 冰 DD 阔 x= 0 米 += 0， 
故 
lzX 志 1， 
即 
1€A(rx, 1)., 
图 1 是 中 的 最 大 元 , 故 1: =z。1=1。7z。 
再 证 第 二 式 。 由 于 1 冰 7X 志 1 冰 x= NWz， 故 1E4(z，Nz)， 从 
而 成 立 z 。Nz= 1. Q:E.D. 
定理 8 ”具有 条 件 (S) 的 任何 BCK~- 代 数 是 具有 恒 等 元 0 的 有 
序 的 交换 半 群 。 
证 只 要 证 有 序 人 性 . 设 (x; 冰 ，0， 是 一 个 具有 条 件 
(5) 的 BCK- 代 数 ，x，y，2z 是 X 中 的 任意 三 个 元 素 , 我 们 要 


”证 ， 


TEY=To ZEYyo 2, 《9) 
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事实 上 ， 由 于 zx 和 yy， 据 定理 1.6 的 2) ， 
(Ze2z) 阔 ?7 委 (Ce 2 水 IT， 
由 。 的 定义 知 ， 
(XT 。2) 冰 Xz， 
政 
(Ze。2) 六 ?< 委 2 
再 由 。 的 定义 就 有 
Ze。 zy。z。 Q.E.D. 
具有 条 件 (3) 的 BCK- 代 数 有 一 个 重要 特征 性 质 ， 它 由 下 列 
定理 给 出 ， 
定理 9 一 个 BCK- 代 数 (X， 冰 ，0 ) 是 具有 条 件 (S) 的 充 要 
条 件 是 和 中 存在 一 个 二 元 运算 。 满 足 
(Xz 冰 》) 冰 2= ZY 水 (y。2)。 (10) 
证 “全 ”我 们 就 取 定 义 1 中 给 出 的 二 元 运算 ， 而 证 明 (10) 
成 立 。 
在 证 明之 前 ， 我 们 先 给 出 一 个 引 理 ， 它 本 身 也 是 BCK- 代数 
常用 的 性 质 。 
引 理 1 在 BCL- 代数 (x， 水 ，0 > 中 对 于 任意 的 元 素 z， 
y，2ZEX 成 立 : 


《(Z 米 切 六 (z 阔 ?9) < 魏 Z 冰 2 (11) 
证 由 BCK- 代 数 定义 中 的 公理 工 知 ， 
(zx 水 久米 (ZY 冰 2) 生 z 冰 yy， 
再 由 定理 1.6 的 1》 便 有 
(Z 水 y) 阔 (2z 阔 y) 委 Z 水 z。 Q.E.D. 


在 BC -代数 (X， 沙 ，0 > 中 对 于 任意 的 元 素 r，y EX， 成 
立 
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z 米 (z 阔 y) 委 y。 (12) 
现在 我 们 来 证 明定 理 9 的 必要 性 。 首先， 我 们 据 引 理 1 和 公 
理 (1) 有 
(z 米 ((z 灯 9y) 米 2)) 六 z= (Z 冰 2) 水 (GZ 水 y) 水 z) 
< 和 2 水 (Z 水 2) 
和 7。 
故 
x 冰 ((z 闵 >) 六?) 三 2。y，。 
再 出 定理 1.6 的 1) 有 
2 六 (2z。J 委 (z 水 急 阔 zs 
从 而 〈 由 可 换 性 ) 
2X 阔 (7y。2) 魏 (Z 洲 y) 炒 2。 
其 次 ， 由 公理 (1) 及 。 的 定义 知 
(Z 沙 y) 阔 (六 (yy。2)) 委 (7y。2) 阔 y 安 2 
再 由 定理 1.6 的 1》 有 
(Z 阔 ?9) 阔 zzZ 阔 (y。2) 
因此 ，(10) 成 立 。 
“<@”。 设 X 中 存在 一 个 二 元 运算 。， 满 足 (10) 。( 注 34) 
我 们 先 证 z。y 满足 不 等 式 
z 沙 z<y。 (13) 
事实 上 ， 据 (10) 
((zZ。3) 沙 2) 沙 y= (7 。y) 六 (XT。y)=0， 
故 
(Z。y) 沙 工友 yy。 
我 们 再 证 : 如 果 z 满 足 (13)， 则 
(z 冰 7) 冰 y= 0。 
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站 


另 一 方面 ， 由 (10) 知 ， 
(z 沙 zZ) 沙 y= z 沙 (zy)， 


故 
wz 水 (ze7)=0， 
因此 ， 
ZT oy, 
所 以 ，z。? 是 满足 (13〉 的 一 切 z 的 最 大 元 素 。 这 样 ，《X; 
洲 ，0 > 是 具有 条 件 (S) 的 . Q.E.D. 


定理 10 ”如果 CX，; 冰 ，0 ) 是 具有 条 件 (5) 的 BCK- 代 数 , 那 
么 对 于 任意 的 zx 和 y 和 入 有 
TETo Yy, YETo y, (14) 
证 ”由 (10) 我 们 有 
(XT 冰 7X) 冰 y= Xk*(7。y)， 


但 是 ， 
i (Z 水 Z) 阔 ?= 0 六 7y= 0， 
Z 阔 人 Z。7y) = 0， 
即 
T<TZ。y (15) 
由 定理 1.5 及 (10) 我 们 有 “(或 利用 交换 律 (5 )) 
(z 冰 》) 冰 2= (zx 六 2) 冰 y= XY 冰 (z。y)。 
从 而 
0 = (zp*7)k*y= zx*(y。 7)， 
此 即 


ry oI, 
(此 式 可 直接 由 (15) 利 用 交换 律 (5 ) 而 得 .) 上 式 中 交换 z 与 >， 
可 得 
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yer o YY, Q . E 时 D ' 
定理 11 在 具有 条 件 (S) 的 任何 BCK- 代 数 X 中 ， 对 于 任意 ， 


的 Xx，y，、2z EX 成立: 
zy 所 (ZX 六 2)。(z 冰 》)， 
(Ze。Jy) 水 (y。z) 魏 Z 水 z 安 Z。2。 
证 由 BCK- 代 数 定义 中 的 公理 (1) 知 
(I 冰 》) 炒 (7 水 2) 志 z 冰 >》， 
由 。 的 定义 有 
(Xz 冰 》) 志 (7X 冰 2z)。(z 水 》)，。 
下 面 我 们 证 (17) 。 由 公理 (CI ) 知 
Z 水 (Z 水 y) 委 y， 
故 
Z<(Z 水 y)。Jy。 
由 和 定理 8 知 
To2ZE((T*Y) oy) o 2= (z 沙 y) 。(y。2z) 
后 一 等 式 是 由 于 结合 律 46 ) 。 因 此 ,. 由 。 的 定义 可 知 
(Z。2) 冰 (yy。2Z) 和 2 水 y。 
在 此 不 等 式 中 以 > 代 z，z 代 y， 则 有 
(CTZ。2y) 沙 (人 z。y) 委 Z 水 z。 
由 于 交换 律 (5 )， 即 得 
(Toy) 冰 (yo 2z) 委 2 水 2 和 安 2 和 Ze2， 
后 二 不 等 式 是 由 定理 1"6 的 3 ) 及 定理 10 知 。 
|， Q.E,. 
3。 子 代数 ， 完 备 性 和 局 部 完备 性 
我 们 在 这 里 简单 地 介绍 几 个 概念 . 


(16) 
(17) 


定义 4 BCK~ 代 数 ，《< 和 六， 水 ，0 的 子 集 Y 被 称 为 它 的 子 
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代数 ， 如 果 (Y5 水 ，0 是 一 个 BCK- 代 数 。 
BCK 一 代数 的 子 代 数 有 下 列 特征 : 
定理 12 ”BCK- 代 数 (X， 米 ，0? 的 一 个 非 空 子 集 是 一 个 子 


代数 的 充 要 条 件 是 Y 对 运算 米 封闭 。 

证 “全 ”显然 。“<”。 由 于 Y 非 空 ， 故 有 aEY。 由 于 了 
对 水 封闭 ， 故 
0 =axka€Y., 
于 是 ， 在 Y 中 公理 〈T) 一 (WY) 显然 成 立 。 所 以 ,《Y， 米 ， 
0 ) 是 一 个 BCK- 代 数 、 Q .下 .D， 


本 节 的 最 后 部 分 介绍 完备 性 和 局 部 完备 性 的 概念， 它们 是 
由 J.Ahsan 引 入 的 (cf,。 Math, Sem. Notes, 5 (1977)，419 一 
430) 。 
定义 5 一 个 BCK- 代 数 (X， 亲 ，0 > 被 称 为 是 完 备 的 ， 如 
采 ^ 的 每 个 子 集 A 有 最 小 的 上 界 ， 记 为 sup A. 
利用 子 代 数 还 有 局 部 完备 性 的 概念 ， 即 有 下 列 ， 
定义 6 设 (X 水，0 > 是 一 个 BCK- 人 代数。 如 果 和 的 每 个 子 
代数 Y 在 Y 中 有 最 小 上 界 ， 那 么 X 被 称 为 是 局 部 完备 的 。 
对 于 局 部 完备 的 BCK- 代 数 有 下 列 结果 ， 
定理 13 ”任何 局 部 完备 的 BCK- 代 数 是 具有 条 件 《5S) 的 。 
证 ” 设 (X， 米 ，0 是 一 个 局 部 完备 的 BCK 一 代数 ， 对 于 任 
意 的 a，b EX， 我 们 首先 证 明 A (a，5) 是 X 的 一 个 子 代 数 。 事 实 
上 上 ， 设 z，yEA(c，p5)， 即 
ZX 水 G 扫 D，y 沙 G< 委 D。 
那么 
(z 冰 ) 冰 a= (7 冰 @) 炒 yb 阔 y<p， 
这 里 用 到 了 定理 1.6 的 2〉 及 3) 。 由 于 
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(zx*»)*asb, 
即 z 沙 y 也 满足 不 等 式 z 沙 G 委 b， 故 (z 洲 y)E4(，p)。 这 就 证 明 
了 44，b) 对 运算 阔 的 封闭 性 。 由 定理 12，《〈4(a，p5)8 水，0)， 
是 一 个 子 代 数 。 
由 于 入 是 局 部 完备 的 ， 故 子 代数 4(c，2 中 有 最 小 上 界 ， 即 
supA(a, b) EA(a, b) 
因此 ，X 是 具有 条 件 (5S》 的 ，。 Q。 上 上 。D。 


$7 拟 可 换 的 BCKR- 代 数 


我 们 在 这 一 节 中 介绍 一 类 BCK- 代 数 一 一 拟 可 换 的 BCK- 代 
数 .可 换 BCK- 代 数 类 和 正定 关联 BCK- 代 数 类 都 是 它 的 真子 类 . 
这 一 类 代数 是 由 Hiroshi Yutani 在 1977 年 引入 的 。 
1。 多 项 式 Q (zz，y) 
我 们 先 介 绍 BCK~ 代 数 中 的 一 种 二 元 多 项 式 . 
定义 1 我们 以 w 表 示 一 切 非 负 整 数 的 集合 ， 即 
w={0, 1, 2, 7 mn …)。 (1) 
定义 2 设 ( 人 < 米 ，0》> 是 一 个 BCK- 代数。 变量 zx 和 y?》 
《EX) 的 一 个 多 项 式 Qos(z，y) (mm，nEu) 归纳 地 定义 如 
下 : 


QZz，2) =Q。 (zz，y) 水 (z 阔 ?7)， 

Cri(CZ，y) = Qnrz，y) w*(y*7), 

注意 ， 1 Qo,0o(T，y) =z 水 (z 水 急 ， 
Qio(z，y) = (z 水 (7Z 炒 7)) 水 (z 水 2)， 


Qo o(T，y) =Z 水 (Zz 六 >)， | 
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Qs (zy y) = C(x 六 (2 六 )) 闪 (x 六 ) 冰 …) 米 (x 米 力 ， 


m 个 m 个 


对 Q。,,《7，y》) 也 有 类 似 关系 。 z 

2° 可 否 从 y 冰 (> 闵 z) 或 y 冰 (x 六 或 ?水 (y 闵 z) 开 始 呢 ? 我 
们 来 分 析 一 下 ， 由 于 

7 水 (7 水 zZ) =@o，。(7y，Z)， 

故 不 必 从 y 冰 (3y 闲 7) 开始。 

以 Qu oz，y) 表 示 x 冰 (y 米 z)， 类 似 (2 ) 那样 定义 Q',,* 
(z，y)， 这 是 可 以 的 。G' oo(z，Jy 是 不 同 于 Qu,o(z，2) 的 ， 
而 后 产生 的 Q'。.(z，y) 中 有 一 部 分 是 与 Q,(z，y) 一 样 的 。 
如 


Q' bo(Z，2y) = 《Zz 冰 (y 冰 7)) 冰 (zx 水 >》) 
= 《ZX 冰 《7 冰 》)) 冰 (yz) 
=Q0,1(T, yy) 

新 增 的 多 项 式 均 是 如 下 形状 的 ; 


T 水 (水 Z)，《〈… (Zz 冰 (yy 冰 7)) 米 …) 亲 (y 米 7) 
n 十 1 个 
而 y 水 (z 冰 >) =Q oo(7y，27) 。 


例 1 X={0，1}，X 中 的 二 元 运算 水 由 下 表 给 出 ， 


洲 | 0 1 
0 0 0 
1 1 0 


” 则 《<X， 米 ，0) 是 BCK- 代 数 ， 在 这 个 代数 中 
Goo(0，0)=0 洲 (0 阔 0)=0， 
Co(1l1， 0)=1I 沙 (1 阔 0)=0。 
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Qu(0，1)=0 洲 (0 六 1)=0， 
Quo(1，1)=1 米 (1 洲 1)=1 六 0=1 
显然 ，Q (0，0) =Q (0，1)=Q。 (0)= 0。 
Qn( 1 ，。 1 ) 的 结果 如 何 ? 留 给 读者 练习 . 

显然 ， 据 定理 1.5 我们 有 : 

定理 1 在 BCK- 代 数 (X， 冰 ，0) 中 

Qn TY) = (Qo 0 (TY)*(X*》)) 米 …) 米 (zx 米 》)) 冰 

: 


m 
闵 (y 闲 7X)) 闲 …) 冰 (y 冰 7) 
一 - (3) 


ni 
Q.E.D. 
2 。 拟 可 换 的 BCK- 代 数 
我 们 知道 ， 一 个 可 换 的 BCK-- 代 数 《X， 灯 ，0 > 满足 y 人 z =: 
zx 和 八 y， 即 
Z 炒 (Z 阔 y) = y 冰 (y 水 7)， 
亦 即 
Quoo(z，2y) =Qoo(y，，z) 。 (4) 
而 一 个 正定 关联 的 BCK- 代 数 (X， 米 ，0 ) 则 满足 (由 定理 
4.7) 
《7 水 (y 米 7)) 冰 (x 六 y) = (水 (7y 阔 Z)) 洲 (z 沙 y)， 
它 又 可 写 为 
《Z 阔 (Z 阔 3)) 冰 (7y 米 Z) = (3 六 (7y 阔 Z)) 阔 (z 水 y) 
即 
Qo 1 CT, yy) =Q0,1(y, 7) (5) 
作为 等 式 《4 ) 及 (5) 的 一 般 化 ，、H。Yutani 引 入 了 下 列 
概念 ， 
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定义 3” 设 ( 义 ， 冰 ，0) 是 一 个 BCK-~ 代 数 , 如果 在 w 中 存在 

四 个 数 :，;，m，n， 使 对 任意 的 -、yE€ 和 成 并 
Qi,;(m, 1) = Qn (Ys LT), (6) 

则 称 《X， 米 ，0 ) 是 拟 可 换 的， 或 详 称 它 为 G，j，m，) 型 的 拟 
可 换 BCK- 代 数 。 

显然 ， 我 们 有 下 列 ， 

定理 2 可 换 的 BCK- 代 数 是 (0，05 0，0) 型 的 拟 可 
换 BCK- 代 数 ， 正 定 关 联 BCK- 代 数 是 (0，1， 0，1) 型 的 
拟 可 换 BCK- 代 数 ， 可 换 BCK- 代 数 类 和 正定 关联 的 BCK- 代 数 
都 是 拟 可 换 BCK- 代 数 类 的 一 个 真子 类 ， z 

证 只 要 证 第 三 个 结论 ， 可 见 下 面 的 例 2 和 例 3 。 


Q.E.D. 
例 2 设 X={10，a,，b，c，d}，、X 中 的 二 元 运算 水 由 下 表 
给 出 
Ee 0 a Doc :d 
0- 0 0 0 0 0 
a a 0 a 0 a 
b b b 0 0 0 
C Cc 5c c 0 C 
d d dd b b 0 


则 CX， 六 ，0》 是 一 个 BCK- 代 数 。X 中 的 序 可 图 示 为 
d 
A 
入 
图 2-6 
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这 个 代数 不 是 可 换 的 , 因 为 b 冰 必 冰 c) =b 志 0 =c 冰 (ce 冰 外 。 
这 个 代数 不 是 正定 关联 的 ， 因 为 


dx*kb=b : z 
(dx*b)*b=0 }>axb (dkb) kb. 
这 个 代数 是 C1，1， 1，1) 型 的 拟 可 换 的 BCK- 代 
数 。 
例 3 (Y。Seto)。 设 是 具有 元 素 0，e 的 一 个 无 限 的 半 
序 集 ， 使 得 
0 <z, VTEM, 
cer, rTEM—!0}., 
M 中 的 二 元 运算 米 定义 为 ; 
0 ，7Z<y， 
7 水 y= 47， y= 10， 
e， 其 它 . 


则 CM， 六，0 > 是 一 个 (1，2， 1，2) 型 的 拟 可 换 BCK- 代 
数 ， 但 它 既 不 是 可 换 的 ， 又 不 是 正定 关联 的 。 
由 定理 2 我 们 可 以 画 出 下列 直 观 图 ， 
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由 定理 2 。 3 和 定理 4 。4 可 知 成 立 下 列 ， 

定理 3 ( 注 35】 对 于 任意 的 基数 ”> 0 存在 一 个 基数 为 ?的 
拟 可 换 的 BCK- 代 数 。 因 此 ， 拟 可 换 BCK- 代 数 类 是 一 个 真 
类 ， 

QE.D. 
但 是 ， 拟 可 换 BCK- 代 数 类 的 真子 类 问题 并 没有 解决 ， 即 应 
提出 下 列 ， 

问题 1 ( 注 36) ” 拟 可 换 BCK- 代 数 类 是 BCK- 代 数 类 的 一 个 真 
子 类 吗 ? 或 ， 存 在 一 个 BCK 一 代数 使 得 它 不 是 拟 可 换 的 吗 ? 

在 本 节 的 最 后 我 们 将 介绍 一 个 结果 : 任何 有 限 的 BCK- 代 
数 都 是 拟 可 换 的 。 因 此 ， 如 果 存 在 一 个 BCK- 代 数 ， 它 不 是 拟 可 
换 的， 那么 它 一 定 基数 是 无 限 的 。 

3 。 拟 可 换 性 的 一 个 特征 及 艇 的 概念 

我 们 先 介绍 氢 可 换 性 的 一 个 特征 ， 即 有 下 列 : 

定理 4 (了 。Yutani) 。 一 个 (2 ，0 ) 型 代数 《X， 阔 。0》 
是 (i，j，m，) 型 拟 可 换 BCK- 代 数 的 充 要 条 件 是 它 满足 以 下 四 
个 等 式 : 


1 ) C(x 亲 》) 亲 (7 冰 2)2 冰 lz 冰 y)= 0 (7) 
2) 0 米 z=0 (8) 
3) z7 阔 0 =zx (9) 
4) QZz，y) =Q.,.(y, I). (6) 


证 “全 ”。 这 是 显然 的 。 
“< 和 ”。 我 们 分 别 来 证 BCK- 代 数 定义 中 的 公理 (TI),(i)， 
(YY ) 成 立 ， 
先 证 公理 〈Y ) 成 立 。 设 
7 阔 y=0， yy 沙 Zz= 0， 
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则 
Qi,;(T, y) = 了 2， Qu (7y，Z) = 了 
由 4) ，xz =y。 故 公理 (VY ) 成 立 。 
再 证 公理 (了)》 成 立 。 在 1》〉 中 以 0 代 y，y 代 z， 有 
“《(z 水 0) 冰 (zx 冰 y)) 冰 (> 六 y= 0， 
即 有 (y 冰 y= 0 在 下 面 再 证 ) 
(Zz 沙 (Z 沙 7y) 7) 水 0= 0 。 
亦 即 | 
Z 阔 (z 沙 y) = 0 。 
于 是 
(zZ 水 人 Z 水 )) 沙 yy=0 水 y=0， 
这 就 得 到 公理 CI) 。 
最 后 证 公理 (年 〉 成 立 . 在 1》 中 以 0 代 y 和 z， 则 有 
0 =[(z 阔 0) 冰 (z 阔 0)] 洲 (0 水 0) 
二 《ZX 冰 7X) 冰 0 
二 YX 冰 工 ， 
这 就 得 到 公理 (对) 。 QE.D. 
这 个 定理 不 仅 较 简单 地 表征 了 拟 可 换 的 BCK- 代 数 ， 而 且 反 
映 了 一 切 拟 可 换 BCK- 代 数 构成 了 一 个 艇 一 一 拟 可 换 BCKR- 代 数 
” 簇 。 这 里 我 们 要 介绍 几 个 泛 代数 中 的 概念 .。 
定义 4 设 纪 = {X,，…} 是 一 个 代数 类 。 如 果 存 在 一 个 等 式 
的 集合 A = {Q，…}， 使 A 能 (等 价 地 〉 定 义 中 的 每 一 个 代数 
入， 则 称 久 为 一 个 代数 篮 。 
定义 5 设 Y ={%，… 是 一 个 代数 类 。 如 果 存 在 一 个 集合 
A= 仁 ，Q，…)》，A 中 的 元 素 除了 不 是 等 式 外 其 余 皆 是 等 式 ， 使 
A 能 〈 等 价 地 ) 定义 中 的 每 一 个 代数 X， 则 称 纪 为 一 个 亚 徐 。 
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例 4 一 切 BCK- 代 数 的 类 是 一 个 亚 艇 ， 称 为 BCK- 代 数 亚 
筑 。 
由 定理 4 可 知 成 立 下 列 ， 
定理 5 “一切 拟 可 换 的 BCK- 代 数 的 类 是 一 个 秒 ， 称 为 拟 可 
换 BCK- 代 数 徐 . Q.E.D. 
我 们 还 有 下 列 结果 ， 
定理 6 可 换 BCK- 代 数 、 正 定 关联 BCK- 代 数 类 、 关 联 
BCK- 代 数 类 分 别 都 是 钥 ， 且 分 别称 为 可 换 BCK- 代 数 簇 、 正 定 
关联 BCK- 代 数 徐 ， 关 联 BCK- 代 数 复 . 
证 可 换 BCK- 代 数 可 用 (7) ，(8) ，(9) ，(4) 予以 
表征 。 正 定 关联 BCK- 代 数 可 以 用 (7) ，(8) ，(9) ，(5) 
及 


Z 沙 = (Z 阔 y) 阔 ? (10) 
表征 。 关 联 BCK- 代 数 可 以 用 (人 7) ， (8) ，(9) ，(4)， 
(5) 及 (10) 表征 。 Q。.E、D。 

4 。 有 限 BCK- 代 数 


我 们 在 这 里 再 介绍 一 下 有 限 BCK- 代 数 的 概念 及 有 关 它 的 一 
个 很 强 的 结果 。 

定义 6 ”一 个 有 限 BCK- 代 数 是 元 素 个 数 有 限 的 BCK- 代数 ， 
即 当 |X1 为 有 限时 BCK- 代 数 (X， 沙 ，0 被 称 为 有 限 的 。 

前 面 几 节 中 已 出 现 过 许多 有 限 BCK-- 代 数 的 例 子 ， 这 里 不 再 
重复 。 下 面 我 们 先 介绍 多 项 式 Qi,;(z，y) 的 一 些 性 质 ， 即 有 下 
列 ， z 

引 理 1 在 BCK 一 代数 (X， 阔 ，0 ) 中 成 立 下 列 诸 式 ， 

1 iQm, jn 人 Qi ;Ty) FQ Ly), 


(11) 
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2) Qijy(r, y)*Qs Ys 7) EM 1 
(rz，J) 冰 人- (yy, 2). | (12) 
3) Qi,i(z, y)*Qs YT) EQ ji | 
(z，y) 水 Q。 ，.(y，2) 
4) Qi 之 Qo，o(C7，2Z) 
5) Qi, jz, YEQo, oT, »)。 
证 1)》 的 证 明 ， 由 定义 2 及 定理 1 .6 的 3) 我 们 有 
Qi，.(TZ，7y) 和 QQ。 (TI, »), 
Qa (Z，y) 和 GO ，.(I，y) 。 
用 数学 归纳 法 我 们 就 得 到 1 ) 。 
2 ) 的 证 明 。 由 定义 2 及 引 理 6 .1 我 们 有 : 
Qi i(z，7y) 水 Qo.(y，7Z) =[(Q -CCZ，y) 水 
(Z 阔 2) 2 冰 (QI1(Yy，Z) 阔 (Z 水 7)) 
么 Ci-ii(z，27) 水 Oo -1(y, 7). 
3 ) 的 证 明 类 似 于 2 ) 的 证 明 ， 这 里 从 路 ，。 
4) 和 5) 的 证 明 。 由 BCK- 代 数 的 公理 2 及 《11) 有 
Qisi(T, y) EQ oT, y) =7w* (zk*y) 
和 ZI 水 y 和 2 
Qii(y，2) EQ ol(y, ZT) = yx*(y*z) 
<y 沙 2 和 工 。 
故 由 定理 1.6 的 2) 有 
QitilT, y) =Qi，i(z，J) 沙 (7 水 z) yk (yw*7) 
=G@uo，o(7y，2Z) 
Qirir1(y，27) 和 Quo(Z，y) 
《上 式 中 z 坷 y 互 换 ) 。 


} 当 /> 1 时 。(13) 
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现在 ， 我 们 可 以 给 出 下 列 结果 : 
定理 7 任何 有 限 BCK- 代 数 是 拟 可 换 的 。 
证 设 (M， 冰 ，0) 是 一 个 有 限 的 BCK- 人 代数。 对 于 任 意 的 
a，0bC M， 一 定 存 在 p，q Ew%， 使 
Qo oa 0) = oilos 0), Vi, 1EO. 
(14) 
否则 由 于 《9) 我 们 能 取 M 的 一 个 严格 减 小 的 无 限 元 素 列 ， 这 与 
M 的 有 有 限 性 巴 盾 。 因 为 M 是 有 限 的 ， 我 们 能 取 这 样 的 p 和 gq 的 极 大 
元 由 和 2。 帮 对 于 一 切 z，yEM 和 一 切 7Eo 我们 有 
Qng Ts Y) = Qnty ti(T, Y). 
命 u,v 是 @ 中 的 元 素 ， 使 得 m，n 过 wu 和 mm，n<u。 那 么 
Qn aT, Y) =Q.，,(z，2)， 
,Qn oy, 2) = QQ, ,(y, 7), 
由 (12〉 和 “(13〉， 我 们 有 
Quns nT, Y)*Qn yx) 
=Q,，,(T，y》) 六 Qn，.(y， 工 ) 
SO nT yk*Qo oy, 7) 
二 0 。 
因此 
Qn rT YEQ (7y，2Z)， 
交换 z+ 和 yy 又 有 ! 
Qn YI) EO (ry). 
故 Q。，.(z，7) =Qs，.(y，I)， 即 太 是 (m，n; m，n) 型 所 可 换 
的 . 
Qe.E.D. 
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$8 BCK- 代 数 的 理想 。 ~、 


”如 同 于 环 论 中 研究 理想 。 在 BCK- 代 数理 论 中 也 有 理想 概 
念 。 我 们 在 这 一 节 中 介绍 BCK- 代 数 的 理想 理论 的 一 些 基本 概念 
和 主要 结果 。 

1 。 理 想 的 概念 
对 于 BCK- 代 数 (X， 米 ， 0 > 中 的 子 集 ， 我 们 曾 介绍 过 初 始 
段 A(z)， 不 动 点 集 N(X)、 对 合集 I(X)、 集 合 A(a，b) 及 子 代 
数 等 概念 ， 我 们 在 这 里 再 介绍 一 种 子 集 一 一 理想 。 
定义 1 设 A 是 BCK- 代 数 (X， 冰 ，0) 的 一 个 非 空子 集 。A 
被 称 为 一 个 理想 ， 如 果 
0E€4 (C1) 
rEA, y*TEA>yEA (2) 
例 1 对 于 任意 的 BCK- 代 数 (X， 冰 ，0 ;>，、{0 } 及 X 都 是 理 
想 。 
定义 2 ”一 个 BCK- 代 数 (X， 炒 ,0 如 果 除 了 { 0 } 及 X 外 再 没 
有 别 的 理想 了 ， 则 称 之 为 单 的 。 
例 2 ” 设 X={0，1)，X 中 的 二 元 运算 米 由 下 表 给 出 ; 


1 1 0。 
则 《XX， 炒 ，0 > 是 一 个 BCK- 代 数 ， 且 是 单 的 BCK- 代 数 ， 
例 3 设 X=(0，a,，b，1),，X 中 的 二 元 运算 闵 由 下 表 给 
出 ; 
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一 SR Oil 
这 人 ”一 be 
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ON 过 lw 
OO OO [md 
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则 《<X， 冰 ，0 > 是 一 个 有 界 的 BCK- 代 数 。 它 不 是 单 的 ， 因为 
A = {0，Q} 是 一 个 理想 . 

定义 3 ”BCK- 代 数 的 一 个 理想 称 为 真 的 ， 如 果 它 不 是 整个 
代数 《的 基础 集 ) . 

定义 4 {0 ) 称 为 任意 的 BCK- 代 数 (X， 冰 ，0) 的 平凡 理 
想 . 

为 了 方便 起 见 ， 我 们 给 出 如 下 ， 
定义 5 ( 注 37) 设 (XX， 冰 ，0) 是 一 个 BCK 一 代数 , MID(X) 
表示 《Xi， 水 ，0 ) 的 一 切 理想 子 集 作成 的 集合 ， 称 为 X 的 全 体 理 
想 簇 。 

由 例 1 知 ， 

1ID(X7)1 产 2， 
这 里 有 一 个 有 意思 的 问题 。 我 们 知道 ， 成 立 ; 
ID(X)EP(X) (3 ) 
一 般 地 讲 ，《〈3 》 中 的 包含 是 真 包 含 。 那么 ,是 否 存 在 一 个 
BCK- 代 数 (X， 米 ，0》， 使 
IID(CX)1=1IPCX)1? 

这 个 答案 是 肖 定 的 ， 我 们 有 下 列 结果 ， 

定理 1 ( 注 38) ”存在 BCK- 代 数 (X， 水 ， 0 使 

1ID( 和 1 =| P(X)1. (4) 
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证 ”这样 的 BCK- 代 数 见 下 列 例 4， Q.E.D. 
例 4 设立 ={0，ai，4s，。…，Grs…}) 是 一 个 可 数 集 。 在 
XX 中 建立 一 个 序 关 系 : | 
0<a, nr=1，2，…。 
qi 与 a 不 可 比较 ，1 坪 7。 
则 (X， 盛 ) 是 一 个 半 序 集 ， 在 X 中 定义 一 个 二 元 运算 冰 如 下 ; 


lz, 否则 ， 


则 《XX， 冰 ，0 3 是 一 个 BCK- 代 数 ， 且 P(X)| =2% 。。 | 
命 X1= {qi，42z，…，4r， 一 )。 则 下 (| = |(X)|。 现 
任 取 XX 的 一 个 子 集 A!,，。 则 
A=‘0}UA, 
是 X 的 一 个 理想 。 
事实 上 ， 如 果 A,=$， 则 A = {0}， 它 是 X 的 一 个 理想。 如 
果 4 闪 办 且 
yc Z 水 yE 4， 
由 于 炒 的 定义 。 
7 =2Z 水 yE 4。 
此 即 zE 4。 故 A 是 又 的 一 个 理想 
这 样 ， 便 有 
了 了 (X) 宇 |ID(X)| 宕 IPC(X)) = IP (XY) ， 
故 得 (4 )。- Q。E。D， 
由 例 1 及 和 定 理工 我 们 可 知 下 列 ; 
定理 2 (' 注 39) 对 于 任意 的 BCK- 代 数 人 (Xi 水 ，0 成立， 
2 < ID(X)) < IP XY), (5) 
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其 中 两 边 不 等 式 中 的 等 号 不 能 除去 。 QQ ED， 
下 面 我 们 再 给 出 理想 的 两 个 简单 性 质 。 
定理 3 设 A 是 BCRKR- 代数 《Ai 六，0》 的 一 个 理想 ，x€ 
A，y 和 rz， 则 yEA， 从 而 理想 一 定 是 子 代 数 。 
证 因 x€A, 日 
y 冰 T=0€A., 
而 A 是 一 个 理想 ， 故 yE€ A。 后 一 结论 因 7x 冰 y+ 而 知 。 
Q.E.D。 
定理 4 设 人 类， 米 ，0 > 是 一 个 BCK- 人 代数， 每 个 A(a) 是 区 
的 一 个 理想 的 充 要 条 件 是 对 于 任意 的 z，y，zEX 成 立 ， 
水 yy 委 z，y 和 2 全 02< 安 2。 (6) 
证 “一 ”。 由 于 每 个 A(c) 是 理想 ， 故 A(z) 是 理想 。 因 
Z 沙 y< 委 2z， y< 委 2， 2 .A(z)., 
由 定理 3 知 
Z 阔 yE4(z)，yEG4(z)。 
义 因 A(z) 是 理想 ， 从 而 zxEA(z)， 故 z 委 z。 
“<”。 对 于 任意 的 >zE 入， 我 们 要 证 A(z) 是 一 个 理想 。 由 
A(z) 的 定义 知 ，0 € A(z)， 设 yEA(z), I 亲 yE .A(z)， 则 
Xz 冰 》 志 2z， Zz， 
由 条 件 (6 〉 知 ，z 筷 z， 即 I € .A(z)， Q。E.D。 
由 这 个 定理 的 证 明 可 知 成 立 下 列 ; 
定理 5 ( 注 0) 设 (X 六，0) 是 一 个 BCK- 代 数 ,>EX， 则 
A(z) 是 一 个 理想 的 充 要 条 件 是 对 于 任意 的 x,y EX 成 立 (6)、 
QE.D.。 
2 。 关 联 理 想 
在 1ID(X) 中 有 很 重要 的 一 类 , 称 为 关联 理想 。 我们 先 从 它 茸 
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定义 6 设 (X， 沙 ，0 > 是 一 个 BC 开 - 代 数 ， 一 个 非 空子 集 
AE-X 被 称 为 一 个 关联 理想 ， 如 末 
0 €A, 《1) 
(y 亲 7z) 冰 2E A,， I 冰 z2E .A=»y 冰 z€ A.。 (7) 
例 5 XX 是 BCK- 代 数 (X， 洲 ，0 7》 的 关联 理想 。 z 
例 6 在 例 4 中 给 出 的 BCK- 代 数 (X， 冰 , 0 中 每 个 理想 都 
是 关联 的 。 
《0 } 是 BCK- 代 数 的 关联 理想 吗 ? 下 列 定理 给 出 40 是 关联 
理想 的 一 个 特征 。 
定理 6 在 BCK- 代 数 《X; 阔 ,， 0 > 中 ，(0 是 关联 理想 当 且 
仅 当 每 个 A(a) 是 一 个 理想 。 
证 “全 》”。 设 10)} 是 关联 理想 。 对 于 任意 的 acEGX， 我 们 
要 证 明 A(c) 是 一 个 理想 。 显 然 ，0 EA(c) 。 现 设 
7 水 ZE4(a)， rE Ala), 


则 

y*z 志 a， ra, 
从 而 

《(y 亲 7) 冰 a= 0， Xk 冰 4= 0， 
即 


(y 亲 7z) 冰 aE€E {10)};，z 冰 a€ {0}). 
因为 (0 ?是 关联 理想 ， 故 由 (7 ) 知 ， 
3 水 GE{10)} 
即 
y 冰 4= 0， 
故 y 夸 49， 从 而 yE A(a)。 所 以 A (a) 是 一 个 理想 。 
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《<”， 设 对 于 任意 的 cEX，A(o) 是 一 个 理想 ， 现 证 { 0》 
是 关联 理想 。 首 先 ，0 E {0}。 其 次 ， 设 
(y 冰 75) 冰 z€ 4140)， Z 阔 z 各 10 
则 
(y 亲 7X) 冰 z= 0， Z 阔 z= 10。 
即 
y 亲 XT 夺 z， TZ 
由 定理 4 知 ，y 三 z， 即 y 沙 >z= 0 ， 亦 即 y 冰 2E《40}、 故 10} 是 
一 个 关联 理想 。 QE.D. 
关联 理想 是 否 理 想 ? 下 列 定理 给 予 肯定 回答 .。 
定理 7 任何 关联 理想 是 一 个 理想 。 
证 设 人 水 ，07> 是 一 个 BC&- 代 数 。A 是 X 的 一 个 关联 
理想 。 显 然 ，0 € A。 现 设 
Z 冰 yyE A, yEA. 
则 
(Z 沙 2 阔 0 =z 六 YE A4,，y 冰 0=y€A，。 
由 于 A 是 关联 理想 ， 据 (7 ) 有 
Z=I 六 06E4。 
故 A 是 一 个 理想 。 Q .上 上 上。.D。 
3 。 由 子 集 A 生 成 的 理想 
我 们 先 给 出 下 列 结果 : 
定理 8 ( 注 1) 设 (从 8 洲 ，0》 是 一 个 BCK- 代数 ，G= 
《4E 和 :， aE7 了 0 是 一 个 理想 的 一 个 签 ， 则 个 G = 们 {46: acE7) 是 
一 个 理想 。 
证 由 于 06E 每 一 个 4 故 0EnG. 设 zEnG，?y 沙 
zcnG， 则 对 于 任意 的 cE7 我 们 有 
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zE A,, y*z€ 4.. z 
因 A。 是 一 个 理想 ， 故 yE A,。 由 于 yE 每 一 个 44,，a E11， 因此 y 
EnG， 这 样 ，nG 是 一 个 理想 。 Q-.E.D. 

进一步 地 ， 对 每 一 个 非 空子 集 我 们 有 下 列 结果 ; 

定理 9 (入 42) 对 BCK- 代 数 (X， 冰 ，0) 的 每 一 个 非 空子 集 
A 存在 X 的 一 个 包含 A 的 〈 按 王 的 ) 最 小 理想 。 

定义 7 “BCK- 代 数 (X， 米 ， 0 中 包含 A 的 最 小 理想， 称 
为 由 A 生 成 的 理想 ， 记 为 (A]J。 当 A ={z} 时 ， 可 简 记 为 (A]= 
({z}3 = (z]。 

证 定理 9 “以 G 表 示 包 含 A 的 一 切 理想 作成 之 集 ， 则 G 非 空 ， 
因 XEQG。 命 (A] = nnG。 由 定理 8 ，(A] 是 一 个 理想 ， 且 由 于 对 
于 任意 的 MEG 有 ASEM， 故 AGEnQ=(A]， 再 设 B 是 包含 A 
的 任 一 理想 ， 则 BECG， 故 (A]JCEB， 

Q。 上 上 。D， 
多。Iseki 在 1975 年 就 给 出 了 (A) 的 构造 ， 即 有 下 列 : 
定理 10 设 A 是 BCK 一 代数 (X， 炒 ，0 的 一 个 非 空子 集 ， 


则 
(Aj= {rEX;, Ial, qss ‘+, dn€E ALG.((Tx*a1) 
水 Gz) 水 …) 阔 Gan= 0 站。 (8) 
证 设 
B= rEX, Jar, Gs, **% Qn€ AC(*…((z*a1)Ax*a,) 
六 …) 冰 a = 0]》 (9) 
现 证 (A = B。 
”1°0E€B. 
因 A 非 空 ， 故 3ctE A， 则 
0 阔 al= 0， 
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此 式 表 示 0 满足 (9) ， 因 此 0EB， 


2” ACB, 
FaE4， 取 cl =a€ 4， 由 有 
C 冰 0G =G 阔 GQ= 0， 


故 EB， 从 而 ACB.。 

3” 了 是 一 个 理想 . 

设 y 冰 TEB,，rzEB。 由 (9) 知 ，3al，…，an， bi ,bn 
GC A， 使 得 


Cn((y 亲 7) 冰 @1) 闲 …:) 冰 dm 二 0 (10) 
《…《(《z 冰 6 1) 亲 6,) 灯 …) 亲 b= 0。 (11) 
由 (10) 可 有 : 
《…((y 冰 41) 灯 G2) 灯 …) 冰 gm) 冰 I= 0， 
政 
(…((y 水 G1) 水 6 水 …) 水 Gn<<z。 
因此 


Ce((y 冰 gq) 冰 q2) 来 …) 水 gam) 水 bi 志 z 冰 bi 
同样 地 做 便 有 
CCy 冰 1) 灯 45) 冰 …) 冰 gm) 冰冰 Db， 
<(.…((zk*b1) kb2) 冰 …)*b1 = 0。 
故 
(…(〈((y 阔 ai) 冰 G) 冰 …) 阔 Gao) 阔 D) 沙 …) 阔 B= 0， 
此 芭 下 示 yEB。 因 此 B 是 一 个 理想 ， z 
4 由 1 一 3 得 出 ，8 是 一 个 包含 A 的 理想 ， 故 (ADJCEB。 
5” 设 C 是 包含 A 的 任意 一 个 理想 。 我 们 要 证 明 BEG C, 从 而 
B = (A), 
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设 zEB， 则 存在 ai，a:，…， aoEA， 使 得 
(…((z 阔 Gi) 水 az) 水 …) 水 as= 0。 (12) 
因为 C 是 一 个 理想 ， 故 0 EC， 即 有 
(ee((z 沙 GD) 米 gz) 水 …) 水 asEC， 
又 因 
arEACC， 
再 由 理想 的 定义 知 
(…((z 水 Gi) 水 gj) 水 …) 水 ae-iE(C。 
继续 这 样 做 下 去 〈“ 层 层 脱 皮 ” 的 方法 ) ， 则 得 
ZX 冰 al1 EC， 
又 因 clEC， 故 zEC。 QE.D. 
4 。 完 全 关联 的 BCK -代数 


我 们 在 本 节 的 第 2 部 分 中 介绍 了 关联 理想 的 概念 ， 并 且 得 到 
了 一 个 结果 : 每 个 关联 理想 都 是 理想 。 但 反之 不 真 ， 反 例 读者 容 
易 举 出 。 然 而 存在 一 些 BCK- 代 数 ， 其 每 个 理想 都 是 关联 的 。 如 
例 6 给 出 的 BCK- 代 数 。 所以， 有 必要 专门 来 讨论 一 下 这 一 类 代 


数 。 为 了 方便 起 见 ， 我 们 给 这 一 类 代数 起 个 名 字 。 


定义 8 (和 广 43) 如 果 一 个 BCK- 代 数 《X， 冰 ，0 ) 的 每 个 理想 


都 是 关联 理想 ， 则 称 它 为 完全 关联 的 。 
对 于 完全 关联 BCK- 代 数 我 们 有 下 列 结果 ， 


定理 11 在 一 个 完全 关联 BCL 玫 - 代 数 人 5 水 ， 0 > 中 对 于 一 个 


理想 A 和 任何 a€ X， 
B= {rEX,: rx*aE A} (13) 
是 一 个 理想 ， 而 且 是 包含 A 和 a 的 一 个 最 小 理想 ， 即 
B= (A U {a}). 
证 1) 0EB， 因 0 洲 a=0EA。 
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2) 设 z 洲 yEB，yEB。 则 
(Z 阔 y) 沙 CEA， y 阔 CEA。 
因为 A 是 关联 理想 ， 故 + 冰 4a€ A。 从 而 zEB( 由 (13)) 。 
这 样 B 是 一 个 理想 ， 
3 ) A 握 8B。 因 对 于 任意 的 zEA,z 水 gaG<zEA, 由 定理 3， 
Z 沙 CEA， 故 zxEB， 从 而 ASEB。 
4 ) caEB， 因 ao 六 aca=10EA， 
5) 设 C 是 包含 A 和 a 的 任 一 理想 。 对 于 任意 的 EB， 我 
们 有 zx 冰 4€ A。 因 此 zx 冰 a€E€C， 因 为 a€EC， 且 C 是 一 个 理想 ， 
故 zE CL。 从 而 BEC， 这 样 ， 便 有 B= (AU {a)j. 
QA.E.D:. 
下 面 我 们 将 证 明 一 个 重要 结果 。 
定理 12 ”每 个 完全 关联 的 BCK- 代 数 都 是 正定 关联 的 。 
证 设 人 X， 米 ，0》 是 任意 的 一 个 完全 关联 的 BCK- 代 数 ， 
我 们 证 明 在 XX 中 成 立 
(7z 亲 yy) 冰 y=7I 冰 > (14) 
对 于 任意 的 zx，yE 有 人。( 见 定理 T、4、2) 
显然 ， 由 定理 1。6 的 3》 有 
4Z 沙 光 阔 ys 安 Z 水 ?。 
我 们 只 要 证 
Z 水 y 委 人 Z 米 Y) 沙 ?9 
就 行 了 。 
命 
1= A((z 冰 yk y)。 
由 于 XX 是 完全 关联 的 , 故 {0 } 是 一 个 关联 理想 . 由 定理 6 ,I 是 一 
个 理想 ,又 因为 XX 的 完全 关联 性 , 故 I 是 一 个 关联 理想 .这 样 ， 由 于 
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(z 沙 y) 沙 yET， y 沙 y= 0 El， 
因此 z 洲 yELI， 即 
Z 炒 y 委 (2Z 沙 y) 阔 y Q.:E.D. 
检查 这 个 汪 明 我 们 容易 发 现 ， 并 不 必要 求 X 是 完全 关联 的 。 
而 只 要 对 于 任意 的 x (或 和 yy) ，A(z) (或 A((z 冰 >) 冰 >)) 皆 
是 关联 理想 就 够 了 , 因此 我 们 有 下 列 ; 
定理 13 ”如 果 对 于 BCK 一 代数 《zx, 冰 ,0 中 的 每 个 元 素 zx (或 
Z 和 7y)，A(z) (或 A((z 米 y) 阔 2y)) 是 一 个 关联 理想 ， 则 (Xi 炒 ， 
0 > 是 正定 关联 的 。 Q .ED，。 
定理 12 指 出 了 ， 
完全 关联 性 坊 正 定 关联 性 
那么 ， 相 反 地 ， 正 定 关 联 性 能 推出 完全 关联 性 吗 ? 这 个 问题 
的 回答 是 肯定 的 。 
定理 14 ”完全 关联 性 二 过 正 定 关 联 性 ， 
证 ”我们 上 只 要 证 明 ， 设 (X， 水 ，0? 是 一 个 正定 关联 的 BCK- 
代数 ,A 是 一 个 理想 ,我 们 要 证 A 一 定 是 一 个 关联 理想 ， 即 
(Z 沙 y) 冰 zE4d， yy 水 zE 4 全 Z 阔 zE4。 (7)} 
因为 A 是 正定 关联 的 ， 故 由 定义 II、4。，1 知 
(Z 沙 z) 水 (yy 水 z) = (Z 沙 7) 阔 zE 4 
由 于 y 阔 z€ A， 且 A 是 一 个 理想 ， 故 zx 米 zEA， 即 得 (7 ) . 
Q.E.D. 
这 样 ， 我 们 又 得 到 了 正定 关联 的 一 个 特征 性 质 ， 即 用 理想 予 
以 表征 。 我 们 可 以 说 ,一 个 正定 关联 BCK- 代 数 就 是 一 个 BCK- 代 
数 ， 其 理想 丝 为 关联 理想 (或 满足 (7)) 。 
5 。 极 大 理想 
定 允 9 ”一 个 理想 是 极 大 的 ， 如 果 它 是 真 的 ， 且 它 不 是 和 X 的 
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任何 真理 想 的 一 个 真子 集 。 
例 7 设 (X， 水 ，0 ?是 一 个 BCK- 代 数 ， 但 不 是 有 界 的 ， 
任 取 1 EX, 命 X’ =XU{1),， 在 X’ 中 定义 二 元 运算 水 1: 


Z 阔 3 由 9 yE€EX, 


x* 0 ， ZE 上 yy=1， 

I = 

2 网 r=1, yEX, 
0， T= 1,， yy 二 1。 


则 <X’， 米 !，0) 是 一 个 BCK- 代数 ， 且 XX 是 X’ 的 一 个 极 大 理 
对 于 正定 关联 BCK- 代 数 的 极 大 理想 我 们 有 下 列 结 有 果 ， 
定理 15 设 A 是 一 个 正定 关联 BCK- 代 数 (X，; 冰 ，0) 的 一 个 

极 大 理想 ， 那 么 对 于 任何 元 素 7 和 EX， 我 们 有 

TX 冰 YE A 或 yy 水 TEA， (15) 
证 1) 如 果 xEA， 那么 x 冰 y 所 ?CA,- 帮 7X 炒 yEA ( 见 
定理 3) 。 
2 ) 同样 地 ， 如 果 yE A， 则 y 阔 zEA。 
3 ) 现 设 zEA，y EA， 且 y 冰 zeEA。( 如 果 y 冰 xE A， 
则 已 证 得 ) 因为 X 是 正定 关联 的 ， 由 定理 14， 它 是 完全 关联 的 ， 
再 由 定理 11， 
B ={zEX，z 洲 (?y 沙 z)EA) 
:是 包含 A 和 y 冰 z 的 一 个 最 小 理想 , 即 B = (AU {y 冰 7}])。 由 于 A 
是 极 大 的 ， 且 y 阔 zE A。 因此 了 B=X。 于 是 (z 水 y)EB。 即 


(z 冰 》) 炒 (y 冰 7X)€ A， 
亦 即 

《Zz 阔 (7 水 Z)) 沙 yEA。 
又 因 
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(y 冰 7) 冰 y=(y 冰 y) 冰 T= 0 冰 T=0€ A， 
且 A 是 一 个 关联 理想 〈 因 X 是 完全 关联 性 ) 。 改 zx 六 >yE 信 。 
| QO.E.D. 

例 7 给 我 们 以 启示 : 《X’，; 冰 1:，0) 是 一 个 有 界 的 BCK- 
代数 ， 以 1 为 最 大 元 素 ， 它 有 一 个 极 大 理想 X。 那 么 ， 一 般 地 ， 
一 个 有 界 BCK- 代 数 是 否 一 定 有 极 大 理想 呢 ? 这 个 问题 的 回答 是 
肯定 的 ， 

定理 16( 注 4】 〈(]。 Ahsan 和 A 。B。Thaheeni，1977) 每 个 
非 平 凡 的 有 上 宕 的 BCK~ 代 数 至 少 包含 一 个 极 大 理想 ， 

在 证 胃 这 个 定理 前 我 们 先 介绍 两 个 引 理 。 

引 理 1 一 个 有 界 BCK- 代 数 《X， 米 ，0 > 的 一 个 理想 全 是 
真 的 当 且 仅 当 1 EA。 

证 “< 所”。 显然 。 

“全 ”。 用 反 证 法 ， 设 A 是 X 的 一 个 真 理想 ， 且 1EA。 对 
于 任意 的 YEX， 由 于 z 委 1， 故 zEA( 由 于 定理 3) 。 这样 ， 
A =X， 这 与 A 是 真理 想 的 条 件 矛 盾 。 Q.E.D. 

引 理 2 一 个 有 界 BCK-- 代 数 (X， 米 ，0) 的 每 个 真理 想 A 被 
包含 在 一 个 极 大 理想 中 。 

证 设 E 是 X 的 包含 A 的 一 切 真 理想 的 集合 ， 因 为 AEE， 故 
E 是 非 空 的 ，E 中 以 己 编 序 ， 即 《E， 刁 》 作 为 一 个 半 序 集 , 设 
E’ 是 (EE，》 的 一 个 全 序 的 非 空 子 集 。 命 

L=UE’, (16) 
则 上 是 包含 A 的 一 个 真理 想 . 

下 而 来 验证 这 个 断言 

1) AGEL。 显 然 。 

2 ) 上 是 一 个 理想 . 
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首先 ，0 EAEL。 

其 次 ， 设 YEL 和 y 炒 TEL。 由 (16) 知 ， 存 在 Li, 上 L,€E’， 
使 

rEL, yzEL,., 
由 于 EE 是 全 序 的 ， 故 有 
LL, 或 L ,CL. 

如 果 L1CL,， 那 么 XEL,，y 炒 ZEL,, 而 L, 是 一 个 理想 ， 
改 yEL,。 从 而 yEL. 

如 果 L;CL,， 同 样 有 yEL,， 从 而 yEL. 

这 样 ， 总 有 yE 工 。 故 二 是 一 个 理想 . 

3 ) 上 是 一 个 真理 想 。 

因为 每 个 L' EE’ 是 一 个 真理 想 ， 由 引 理 1，1 EL' 。 故 
1 EL。 从 而 L 是 一 个 真理 想 ， 

由 于 上 是 包含 A 的 一 个 真理 想 . 故 LEE。 此 外 ,显然 L 是 
E’ 的 上 确 界 (最 小 上 界 〉》。 这 样 ， 据 Lorn 引 理 ， 存 在 一 个 包含 
A 的 极 大 理想 . QE.D. : 

注 ”这 个 引 理 要 用 到 选择 公理 (的 等 价 命 题 一 一 Zorn 引 
理 ) 。 

定理 16 的 证 明 。 (这 个 证 明 要 用 到 选择 公理 。) 

设 人 人 炒 ，0) 是 任意 的 一 个 有 界 BCK- 代数 ， 且 XXX 非 平 
凡 ， 故 {0} 是 X 的 一 个 真理 想 。 由 引 理 2 ，X 中 必 有 一 个 极 大 理 
相 . QE.D:. 

把 引 理 2 的 证 明 作 适当 修改 ， 我 们 可 以 得 到 下 列 ， 

定理 17 设 人 < 六，0) 是 一 个 有 界 的 BCK- 代 数 ,那么 它 的 
每 个 真 关 联 理 想 被 包含 在 一 个 极 大 的 关联 理想 中 . 

Q.E.D. 
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89 商人 代数 


从 一 个 已 知 的 BCK- 代 数 出 发 构造 新 的 BCK- 代 数 ， 这 是 
BCK- 代 数理 论 中 的 一 个 重要 问题 。 在 这 一 节 以 前 ， 我 们 已 经 见 
过 两 个 方法 ， 一 是 定义 五 ，6 .4 中 定义 了 子 代数 ， 我 们 从 一 个 
已 知 的 BCK- 代 数 出 发 找 出 它 的 子 代 数 , 这 些 子 代 数 是 新 的 BCK- 
代数 。 这 是 一 个 “缩小 ”的 途径 。 另 一 个 是 “扩张 2 的 途径 ， 从 
一 个 已 知 的 BC- 代数 出 发 ， 我 们 加 入 一 些 元 素 ， 而 构造 一 个 新 
的 BCK- 代 数 , 并 且 保 持原 有 元 素 之 间 的 运算 。 这 种 “扩张 ”的 方 
法 ， 我 们 也 是 见 过 的 。 例 如 ， 在 定理 厂 。，3 ，4 中 ， 我 们 在 原 有 
的 BCK- 代 数 《X， 冰 ，0 中 加 入 ~- 个 元 素 ， 用 上 述 的 “扩张 ” 
的 方法 ， 和 构造 了 一 个 新 的 有 界 BCK- 代数 ， 从 这 一 节 起 ， 我 们 还 
要 介绍 几 种 均 造 新 的 BCK- 代 数 的 方法 。 在 本 节 中 ， 我 们 要 通过 
理想 ， 而 从 一 个 已 知 的 BCK- 代数 出 发 构造 一 个 称 为 商 代数 的 新 
代数 。 我 们 要 证 明 BCK- 代 数 的 商 代 数 仍 是 一 个 BCK- 代 数 ， 还 
要 介绍 几 个 商 保持 性 。 

我 们 驳 给 出 下 列 ， 

定理 1 设 人 (Xi 洲 ，0》 是 一 个 BCK- 代数 ，A 是 一 个 理 
想 。 在 和 中 定义 一 个 二 元 关系 一 如 下 : 

X,YyEXA, I~y itt zY 水 yEA 和 > 水 zEA。 
(1) 
则 一 是 X 中 的 一 个 等 价 关系 .。 

证 1) yrEX, I~7, 

事实 上， 由 于 A 是 一 个 理想 ， 故 0 € A， 从 而 

rTEA, 
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由 (1) 即 有 xz~x。 
2) Vr, yEA, TI~yY~T. 
事实 上 ， 由 (1) 可 知 ，z~y 坟 x 冰 yEA。y 冰 TEA 
> y 冰 XE A，X 冰 YEA>y~7, 
3) Vx, yy, 2EXK, TI~Yy, VY~2ST~2, 
事实 上 ， 由 《1) 知 ， 
TXT~y 访 X 冰 yEA，y 冰 XEA， 
y 一 z 全 yy 水 zEA，z 水 yEA。 
由 BCK- 代 数 的 定义 中 的 公理 〈 工 ) 知 ， 
(Z 水 2 阔 人 水 y) < 委 y 水 z。 
由 于 y 洲 zEA， 而 A 是 一 个 理想 ， 由 定理 8 。3 知 
(Xz 冰 z) 冰 (zx 冰 y)EA 
文 因 A 是 一 个 理想 ， 且 x 冰 yE A， 故 x 冰 2E€ A， 
同 理 可 知 ，z 冰 7E A， 这 样 ， 由 (1 ) 即 知 z 一 >。 
由 1) ，2) ，3) 知 ， 一 是 X 中 的 一 个 等 价 关 系 。 
Q。 上 。D， 
下 面 我 们 对 一 个 BCK- 代 数 《X， 闲 ，0 ) 进 行 讨论 , 旦 A 是 X 
中 的 一 个 理想 ， 而 一 是 由 〈1 ) 定义 的 一 个 等 价 关系 。 
定义 1 以 Cz 表 示 包 含 z 的 类 ， 以 一 切 Cz 为 元 素 的 集合 记 
为 /A。 称 为 商 集 。 
定理 2 C=A， 
证 设 zEA。 由 于 
Zr 阔 0=TEGA，0 沙 zZ= 0EA， 
故 z~0， 因 此 zECu。 即 4CC，。 
又 设 zxECLo， 则 zz 一 0 ， 故 
Z=Z 水 0EA， 0 A, 
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而 A 是 理想 ， 从 而 zEA。 从 而 CoEA。 所 以 ，Lo= 信 。 
Q.E.D. 
定义 2 在 商 集 X/A 中 定义 一 个 二 元 运算 水 如 个 : 
C,*C, = C,s, (3) 
定理 3 商 集 XA 中 的 二 元 运算 六 是 良好 定义 的 。 
证 设 1，y，u，vEX， 且 


我 们 要 证 
Cxxgy= Cuxo 
或 
I 冰 y~u 亲 Vv。 (4) 
事实 上 ， 由 BCK- 代 数 的 定义 中 的 公理 (1) ， 我 们 有 
(Z 沙 J 水 (7Z 阔 Us 水 yE 4 
《7 沙 轨 阔 人 Z 沙 y) 委 7y 沙 VE A， 


由 于 A 是 一 个 理想 ， 据 定理 8 .3 我 们 有 
《Zz 洲 JI) 阔 (Z 冰 U) G 人 《zZ 水 DU) 水 (Z 冰 7y) EL 
由 一 的 定义 ( 见 (1) )， 我 们 有 


ry~z*v, 
”由 引 理 6. 1 及 zrz~u 知 ， 
4Z 沙 U) 阔 (4 水 U) 安 Z 水 4E 4A， 
(4 阔 2 困 六 (Cz 水 U) 委 84 阔 ZE A， 
从 而 
(z 冰 0) 冰 (wu 阔 V)EA，(u 水 v) 冰 (zr 水 v) E44， 
故 


(Xz 冰 v9) 一 (ww 冰 v)，。 
由 于 一 具有 传递 性 (定理 1〉，， 因 此 zxz 冰 y~uxkv。 Q ,FE.D，。 
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型 在， 我们 来 让 下 轴 王 要 纹 : 
定理 4 设 (X， 亲 ，0)〉 是 一 个 BCK- 代数 ， 则 (NX/A; 
米 ，Cu) 也 是 一 个 BCK- 代 数 ， 其 中 A 是 X 的 一 个 理 息 ，X/A 
中 的 二 元 关系 冰 及 Co 的 意义 如 闻 所 述 。 
定义 3 称 (XXAA 米 ，Co) 为 BC 一 代 缴 4A3 炒 、0) 的 
商 BCK 一 代数 ， 或 简称 为 商 代 数 。 
证 ”我们 分 以 下 几 步 采 证 。 
1) 在 AAA 中 定义 委 : 
C,<C, iff C .六 C,= C， 
(5 ) 
2 ) Co 委 C:， 即 满足 公理 〈W ) ， 对 于 每 个 z CX，。 
事实 上 ，Co 冰 Ci= Cgx= Cu， 故 Co 委 C， 
3 ) 证 满足 公理 〈《VY) 。 设 
CkCy= Cy*Cs= Co. 
则 
IT 水 y~0，y 冰 Xx~0、 
如 果 wuEC:， 那 么 w~z， 由 于 y~y， 故 〈 据 定理 3) 
4 沙 y 一 阔 y 一 0 
从 而 
4 阔 y= (4 水 2y) 沙 0 GE 了 4。 
同样 地 ， 
y 炒 4 一 y 沙 2 一 0 之 y 冰 wu€ 44。 
所 以 ，xzECv， 即 CCC，. 
同 理 可 证 CEC.。 因 此 C.= Cy。 
4) 证 湾 世 公理 《及 ) 。 央 
CC 水 Cs= Css Ca 
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故 C. 委 C 
5 ) 为 证 满足 公理 ( 工 及 〈TI)》 ， 先 证 一 个 重要 的 不 等 
式 ， 我 们 以 如 下 引 理 给 出 ， 
引 理 1 yy 二 CCy， 《6 ) 
证 因为 xy， 故 XY 炒 y= 0 ， 于 是 
C:*Cy= Crs.y= Co， 
即 有 C: 委 Cy。 
下 面 继续 证 明和 定理 4 。 
6 ) 证 满足 公理 《I )。 因 为 由 公理 〈 工 ) 及 引 理 1 我 们 有 
《Czx 亲 Cy) 亲 《Cs 六 C1) = Cr 水 Cx。， 
= CC(z 六 yy) 六 《zk2) 
<C, 六 ， 
= C+Cy。 
7 ) 证 满足 公理 (了 〉。 这 是 由 于 
Cexk (CakC) = Ck Css = Cs, wry SCy, 4 
QE.D. 
下 而 我 们 再 来 看 商 代数 的 一 些 性 质 。 为 了 方便 起 见 ， 我 们 先 
给 出 下 列 ; 
定义 4 ( 注 3) 如果 BCK-~ 代 数 (X; 冰 ，0) 具 有 性 质 P， 
而 证 得 商 代数 (XA 冰 ，C。) 也 具有 性 质 P， 袜 P 为 商 保持 性 
或 可 商 性 。 如 有 果 商 代数 (XAA， 冰 ，C。,) 具 有 性 质 P， 能 证 明 
《3 水 ，0 > 也 具有 性 质 P， 称 P 为 着 可 商 性 。 
我 们 现在 来 看 几 种 可 商人 性 。 
定义 5\ 注 44) 一 个 BCK- 代 数 (X 阔 ，0 > 的 基础 集合 的 
势 | 六 | 称 为 这 个 代数 的 基数 ， 记 为 CCX) ， 
定理 5 ( 注 5) “CC(X) 委 某 一 个 基数 c” 是 … 个 可 商 性 ， 
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证 显然 ,| 六/AAl<I Xi, 才 C(XAA)<U(N)&a. 
Q.E.D. 

定理 6 ( 注 46)】 设 C( 半 ) 人 a， 则 “2 万 11DCX)| 志 2” 是 一 个 
可 商 性 。 ， 

证 由 定理 8。2， 对 于 KX; 洲 ，0 > 有 

2 <IIDCAX)|<IPCX)! 2°". 
而 对 于 《AA， 冰 ，0) 有 
2 <IID(X/A)YIEIP(X/ A SIPOXA) | < 
Q.E.D. 

我 们 再 介绍 几 个 结果 。 

定理 7 (Jj。Ahsan 和 和 A。B。Thaheem，1977) 。 有 田 
BCK- 代 数 的 每 个 商 代 数 是 有 界 BCK- 代 数 ， 即 有 界 性 是 可 次 
性 ， 

证 设 (X， 冰 ，0〉 是 一 个 有 界 BCK- 代 数 ，1 是 它 的 
单位 元 。 设 A 是 X 的 任 一 理想 ， 我 们 指出 Cl 是 (XAA; 水 ,Cu) 
中 的 单位 元 。 实 事 上 ， 对 于 任意 的 zEX 我 们 有 : 

Cs*C1= C1= Co, 
故 CC,. Q.E.D。. 

定理 8 《J。Ahsan 和 和 A。，B。Thaheem，1977)。 一 个 可 
换 BCK~ 代数 的 每 个 商 代数 是 可 换 的 ， 即 可 换 性 是 一 个 可 商 
性 ， 

证 设 (和 阔 ，0) 是 一 个 可 换 的 BCK- 代 数 ,A 是 X 的 任 
一 理想 ， 则 《和 A， 冰 ，Co》〉 是 一 个 BCK- 代 数 。 对 于 X 中 的 
任意 的 TY?，y， 我 们 有 

Cy 六 《Cy 冰 Cx)= Cy 水 Cy。 
= Cy 水 (y#2) 
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= Czxk (xsy) = Cx 阔 Csey 
= Cs 冰 (Cs 米 Cy)， 
故 有 CACy= Cy 人 C:。 Q.E.D， 
定理 9 《Jj。Ahsan 和 A。B。Thaheem，。 1977.) 正定 关 
联 性 ， 或 等 价 地 完全 关联 性 ， 是 一 个 可 痪 性 。 
证 设 人 穴 ; 水 0》 是 一 个 正定 关联 的 BCK- 代 数 , A 是 芯 
的 任 一 理想 ， 则 〈XA， 米 ，Co) 是 一 个 BC 有 K 一 代数 ， 任 取 X 中 
的 两 个 元 素 x 和 y， 我 们 有 ， 
《Cs*Cy)*Cy= Coy 冰 Cry= Cosn oy 
= Cxey= Cs*C,, 
因此 ，CX A， 冰 ，C,》 是 正定 关联 的 。  Q.E.D. 
作为 定理 8 和 定理 9 的 推论 ， 我 们 有 下 和 列 ， 
定理 10( 注 17) 关联 性 是 一 个 可 商 性 。  Q.E.D， 
在 作 进 一 步 讨论 之 前 ， 我 们 先 作 如 下 ， 
定义 6 设 (X; 水, 0 ) 是 一 个 BCK 一 代数 ,A 是 X 的 一 个 奋 
想 ，〈X 了 A， 洲 ，Cu 是 它 的 商 代 数 ， 对 于 任意 的 rzEX， 命 
P:X—>X/4, (7) 
ri >C,, 
陈 了 为 从 人 X 水，0 > 到 它 的 商 代 数 上 的 典 则 映射 。 
典 则 映射 具有 下 列 人 性 质 ， 
定理 11 P(x 水 y)= P(rz) 水 P(y) 《8) 
证 万 (z 沙 妇 = Croy= Cs*Cy= P(x) x* Py). 
Q.E.D. 
我 们 现在 来 考虑 一 个 问题 ，<X; 冰 ，0 ) 中 的 理想 与 <(X/A， 
沙 ，(Co> 中 的 理想 有 什么 关系 ? 在 给 出 这 个 问题 的 回答 前 ， 我 们 
先 引 进 一 个 慨 念 和 几 个 引 理 。 
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定义 7[ 注 48]  ” 设 (X5 沙 ， 0 > 是 一 个 BCK- 代数 ， 儿 关 A 
X， 记 ID(X，A)》 为 和 中 包含 A 的 一 切 理想 所 成 的 集合 。 
由 于 XEID(CX，A) ， 故 IDCX。、A) 非 空 。 此 外 ， 显 然 有 
ID(X, AYEID (X) (9) 
对 于 1DCX，A) 我 们 有 下 列 结 果 ， 
定理 12( 注 49] JDCX, A)=1ID(X)iff A= {0}. 
' OQ.E.D. 
定理 13( 注 50) ” 设 和 A 是 BCK~ 代 数 (X， 灯 ，0 > 的 一 个 非 空子 
集 . 在 ID(X，A) 中 命 
YAZ=Yn2Z， 
we vyY, ZEID(X, A) }ao 
则 CDCX，A4), 八 ,VYV) 是 一 个 格 , 且 (A) 是 最 小 元 , X 是 最 大 元 。 
证 设 Y，ZEIDC(X，A)， 则 Y，Z 是 包含 A 的 理 想 。 由 定 
理 8.8， 上 和 信人 LZ= 了 nnZ 是 包含 A 的 一 个 理想 。 显 然 ， 若 M 是 包含 
A 的 一 个 理想 ， 且 
ACMCY, ACMCZ. 
那么 4CMCYNZ=Y 人 ZZ。 又 由 定理 8， 9 知 ，Y V2 是 包含 A 
的 且 包 含 Y UZ 的 最 小 理想 。 由 格 的 定义 1 ，3 。13 知 ,CIDCX， 
A) ， 八 ，V) 是 一 个 格 。 后 一 结论 是 自明 的 . Q.:E.D-. 
下 面 我 们 讨论 和 A 本身 是 一 个 理想 的 情形 . 
引 理 2 设 人 X 沙 ,，0 ) 是 一 个 BCK- 代 数 ,， A 是 X 的 一 个 理 
想 , 《AAA 洲 ，Co) 是 两 代数 。 设 JEID(X，A)， 则 
J/A= {C:r EJ)} (11) 
是 XA 中 的 一 个 理想 .。 
证 由 于 本 是 一 个 理想 , 故 0EJ。 因 此 CuEJA. 设 CEJ 
A, 且 已 * 炒 CEJAA， 那 和 
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CEjA4， CEJAA- 
故 
rECJ, y 冰 TE. 
由 于 了 是 一 个 理想 ,因此 yEJ]， 从 而 C, EA. 2 
检查 这 个 证 明 ， 我 们 不 难 发 现 ， 我 们 并 没有 用 到 “AGE 
这 个 条 件 ， 因 此 我 们 可 有 下 列 ， 
引 理 3 ( 注 51) 设 A 是 BCK- 代 数 《 义 ， 冰 0) 的 一 个 理想 ， 
《XAA; 六 ,Co) 是 商 代数 。 如 果 J 是 X 的 一 个 理想 , 即 JEI1D(X)， 
J/AA 由 (11) 给 出 ， 则 了 JAA 是 XA/A 中 的 一 个 理想 。 


Q.E.D. 
引 理 4 在 引 理 2 的 条 件 下 ， 命 
P:1D (X, A) 一 >7D(X 7 A) 
} (12) 
J ——>j/A 


则 P 是 1 一 1 映射 

证 设 j,,， ,EID(X，A) ， 且 六 =J .不妨 设 z EJ ， 
ZEy:。 用 反 证 法 ， 设 已 (JJ ) = 2 (V/:) = 7A4= 7 A。 
于 是 3ycV:， 使 得 


C= Cy, 
故 z~y， 从 而 
r*yE ACJ,, 
而 ycEv:， 且 7/: 是 一 个 理想 ， 故 zEJ:， 这 是 一 个 矛盾 。 
Q 上 上 .D， 
引 理 2 指出 了 ， 


TEID (X, A) 2P (J) =JA4EID COXA4) 。 
引 理 4 文 指出 了 ，P 是 1-1 的 。 这 就 是 说 ，P 是 从 IDCX，A) 
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汉 ID(XA) 的 一 个 单 射 。 那 么 了 是 否 一 个 满 射 ， 从 而 是 一 个 双 
射 呢 ? 这 个 问题 的 问答 是 肯定 的 ， 我 们 有 下 鹿 : 

引 理 5 设 (& 水，0 ) 是 一 个 BCK- 代 数 ，A 是 X 的 一 个 
理想 ，《<XAA; 洲 ，Co> 是 商 代 数 。 知 T 是 入 A 的 一 个 理 想 ， 
即 TEIDCXAA)。 则 

J = (TEX: pz) ET} EIDCX, A), (13) 
日 PCD) =T 

证 ”我们 分 几 步 来 证 。 

1 ) 先 证 了 是 X 中 的 一 个 理想 . 

事实 上 ， 由 于 TEIDCXAA)， 使 故 C。ET， 而 Co = p(0)， 
因此 0 EJ]。 再 设 XE€J]，y 冰 XEJ， 则 

plr) ET, p(yAx*7z) ET. 

由 定理 11 知 ， 

p(y)*p(r)= ply*z) ET. 
由 于 是 一 个 理想 ， 故 p(y) ET。 因 此 y EJ 

2 ) 再 证 ACJ。 由 定理 2 ，C = A。 故 对 于 任意 的 =EA， 
一 0 ， 因 此 C. 一 C, 即 p(z)= CET， 故 zxEJ， 因 此 AC 开 

3) 由 1) 及 2) 可 知 ] EID(X，A) . 

4 ) 最 后 由 (12) ， (11) 和 (13) 可 知 ，P(J) = T 

Q.E.D. 

现在 ， 我 们 可 以 回答 定义 7 前 提出 的 问题 了 ， 即 有 下 列 ， 

定理 14( 注 52) 如 果 A 是 BCK- 代 数 (X 水，0 > 的 一 个 理 
想 ，(XA， 米 ，Cu? 是 商 代数 。 则 〈12) 中 给 出 的 映射 P 是 从 
集合 ID(X，A) 到 1ID(X /A) 上 的 一 个 双 射 。 

证 由 引 理 2.4 和 5 而 得 。 Q，。 上 。D。 

在 本 节 的 最 后 ,作者 作 一 点 补充 说 明 ， 关 于 “具有 条 件 (S) 的 
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性 质 ” 是 一 个 可 商 性 ， 读 者 可 参看 定理 芋 。，12，15。 
8$ 10 BCK- 代 数 的 积 


利用 乘积 是 构造 新 代数 的 又 一 种 方法 。 我 们 在 这 一 节 中 来 讨 
论 BCK- 代 数 的 乘积 问题 . 

1 BCK- 代 数 的 笋 积 

我 们 先 从 两 个 BCK -代数 的 倩 卡尔 积 谈 起 . 

定理 1 设 (X,， 沙 ,，0 习 和 (X,， 水 ,，0 ,) 是 两 个 BCK- 
代数 。 例 


A= XxX,, | 
米 : (zi，7Z2) 沙 (yi y2)= (Zi 炒 1y1y7z: 水 :yz)， (1) 
0=(01,0 ,), | 


则 <X， 炒 ，.0 > 是 一 个 BC 区 -代数 ， 称 为 (Xe 洲 1，0 和 (和 2 
沙 :， 0 ,> 的 积 BCK- 人 代数， 简称 积 代数 . 

证 由 于 0 EX， 故 X 是 非 空 的 。 下面 我 们 验证 《XX， 冰 ，0) 
满足 BCR&- 代 数 定义 中 的 六 条 公理 。 


1 ) 我 们 先 规定 ， 
(zl Z2)<(7y1， y,)iffCx,, TI,) 冰 (yi1, y,)= 0 
=(0:，0:)。 (2 ) 


2 ) 验证 公理 〈 政 ) 成 立 。 
事实 上 ， 设 (zi，z:) 是 对 中 任 一 元 素 。 由 于 
(ZI 2Z2) 水 (Zi Za) = (ZI 水 irly， zs 水 27a)= (0,,0:) 
= 0， 
故 (Zi，2Za)< (CI，X)。 


3 ) 验证 公理 〈WY ) 成 立 。 
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事实 上 ， 设 (z:，z:) 是 外 中 任 一 元 素 ， 由 于 
0 六 (zi zi) = (01，0,) 冰 (z1，7Z2) = (0 水 1X1，0: 米 :7,) 
= (0:,，0,)= 0， 
夏 0 (TI ITy)。 
4 ) 验证 公理 (CY ) 成 立 。 
设 (z，zz)，(y1，y3) 是 和 中 的 任 二 元 素 ， 且 
(XT1, TE(Y 2)s (V1g 2) SET, 7,) 
那么 
(Tiy To) 水 (yi，yz =0，(y1， 372) 沙 (Zi 7Z2) = 0。 
故 
zi 阔 1yI1=01， yi 沙 IZi=0， 
Za 水 :yz= 0:，y? 水 ?7 = 0 ，,， 
从 而 Zi=yi T=， 故 (Zizz) =(yiy7yz)。 
5 ) 验证 公理 〈I) 成 立 
事实 上 ， 设 (zi，7z:)，(y1，y2)，(2!，2z2) 是 X 中 的 任 意 
三 个 元 素 。 则 
(zi，Z2) 沙 (y1，y?)) 沙 ((zZi， 722) 阔 (z1 22))) 冰 
〈((z1，z2) 沙 (yl1。， ys)) 
= (Zi 洲 171， zz 米 2y2) 水 (Zi 水 1zl， 7 水 222)) 炒 
(zi1 阔 1yi，z 阔 2 yy) 
=((Z3 洲 17y1) 沙 :ZI 水 121)。 (7 水 :yz) 水 :zs 沙 :2z2)) 沙 
《z1 阔 1y1，zy 阔 yy，) 
= (Zi 水 171) 沙 1ZI 阔 1z)) 沙 1zi 水 1y0)， 
((Zs* 阔 :yz) 阔 :(zs 沙 zzz)) 水 (zs 冰 syz)) 
=(01,， 0,) 
一 0 ， 
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故 
((zi，22) 冰 (71 3) 水 ((zi Z2) 阔 (人 (21 22)) 
委 (z1，z2) 水 (71 y2) 。 
6 ) 验证 公理 《〈E 》 成 立 。 
事实 上 ， 设 (z1，7zs)，(y1，》，) 是 X 中 的 任意 两 个 元 素 。 
则 
((zi，2Z2) 水 (Zi Z3) 冰 (yi ya2)) 水 (y19。 72) 
=《〈(zi，z2) 冰 (zi 水 1yi Za 阔 ?y2)) 阔 (yi1，y2) 
= (Zi 炒 1 水 1y)，7s 阔 :zz 水 :ys)) 冰 (yi 72) 
=((zZi 水 :zi 洲 17y0) 玉 yi (zz 沙沙 :yz2)) 沙 yz) 
=(0,，， 0，) 
二 0 
从 而 
(zi，2Z2) 阔 (CCZ1，7Z2) 冰 (yya) EY 72)。 
Q.E.D. 
类 似 地 ， 我 们 可 以 定义 任意 有 限 个 BCK- 代 数 的 积 代数 ， 
定理 2 设 人 人 ， 洲 j，0DDG= 1，2…n) 是 n 个 BCK- 代 
数 。 命 
: X=X XX XxX XX,, 
六 二 (ri Zoo，…， Zi 水 (yi yy | 
= (Z1 冰 171，7T32 水 :ya Ta 水 syn)， 
0 =(01，0:，…，， 0n)， 
则 《<X， 米 ，0 > 是 一 个 BCK-- 代 数 ， 称 为 这 + 个 BCK- 代 数 的 积 
代数 . 


'(3) 


OQ.E.D. 
易 知 ， 有 限 个 BCK- 代 数 的 积 代数 还 可 归纳 地 定义 ， 即 有 
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下 列 ， 
定理 3 设 (X 沙 ，00)G= 1，2，…， 人 是 n 个 BCK- 
代数 。《X， 炒 ，0 > 是 按 (3 ) 定义 的 积 BCK- 代数 ， 以 《yi 
来 ，0 表示 (Xi， 洲 0)G=1，2，…， Hz- 1) 按 《3) 
定义 的 积 代数 ， 则 (XI 阔 ，0 是 (Yi 阔 ，0 与 (X 水 0 
的 积 代数 ， 其 中 (zi,，zs，…，zno) = ((z1，z:，…，To-i)，zn)。 
Q. 三 。D。 
到 对 | = = 记 定 =X XX XX = 
我 们 再 来 讨论 任意 个 BCK- 代 数 的 积 代数 问题 。 我 们 有 下 
列 ， 
定理 4 设 ( 文 。， 灯 。，04》”(a€ED 有 DD) 是 一 族 BCK- 人 代数， 其 
中 I 是 指标 集 。 设 X= 可 (Xu cEI} 是 一 切 映射 f/， I 一 U {X。: 
a ET} 的 集合 ， 使 得 f(a) EX。。 对 于 任意 的 /，9EX， 定 义 /水 
9 为: 
(f*g)(a) =f(a)*ag (a), va€E 7， } 
0 (a)= 0a, va€El, 
则 <X， 六，0 ) 是 一 个 BCK- 代 数 ， 称 为 这 一 族 BCK- 代 数 的 积 
代数 。 


(4) 


Q.E.D. 
2 可 积 性 
如 同 于 在 8$ 9 中 我 们 讨论 过 可 商 性 ， 我 们 在 这 里 要 讨论 一 些 
可 积 性 。 
定义 1( 注 53) 设 (X5 洲 ， 0 是 任意 的 一 族 BCK -代数 
和 《Xo 水。 0 .>， aE1} 的 积 代数 ， 设 P 是 一 个 BCK- 代数 的 
性 质 。 如 果 每 个 (人 和。 水 。。， 0 具有 性 质 P, 可 证 积 代数 《X, 六 ， 
0 > 也 具有 性 质 二 ， 称 上 为 一 个 可 积 性 。 反 之 ， 若 积 代 数 (Xi 水， 
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0 > 具有 性 质 P， 而 可 证 明 每 个 BCK- 代 数 (X。 炒 。 0 .也 有 具有 
性 质 P。 则 称 P 为 逆 可 积 性 ， 
定义 2 ( 注 54; ”在 定义 1 的 条 件 下 ， 如 果 当 i111= $8, 时 了 是 一 
个 可 积 性 〈 逆 可 积 性 ) ， 则 称 P 为 可 数 可 积 性 ( 道 可 积 性 ); 而 当 
上 < 人 时 了 是 一 个 可 积 性 〈 逆 可 积 性 ) ， 则 称 P 为 有 限 可 积 性 
( 闭 可 积 性 ) 。 
下 而 我 们 给 出 几 个 可 积 性 。 
定理 5 ' 往 55) 《CC(X) 志 某 一 个 基数 a 宇 吕 是 一 个 有 限 可 
积 性 。 也 是 有 限 逆 可 积 性 ， 
证 设 信 米 ，0》> 是 任意 的 一 族 BCK 一 代 数 {XX,; 六 ,， 
0 >: a E11} 的 积 代 数 ,其 中 || 过 WW。 不 妨 设 a = 1，2 ,…,n。 册 
条 件 知 ， 
如 果 每 个 | 六, | 志 %， 则 | | 二 3 
如 果 | 4 | 三 8， 则 每 个 | X, | 三 8%,。 
故 本 定理 成 立 ， Q.E.D. 
定理 6 ( 注 56) 可 换 性 是 一 个 可 积 性 ， 也 是 一 个 道 可 积 性 。 
证 假设 定理 4 的 条 件 成 立 。 对 于 任意 的 /,g EX 及 任意 的 
aE€1l， 如 玉 每 个 (和,。， 冰 ，0 .是 可 换 的 ， 则 有 
(jf *(f A*g)) (a) = f(a)k*,(f*g) (a) 
=f (a) A*,(f (a) *.g9 (90)) 
=g(Q) 冰 ,(g(Q) 冰 。.f (a)) 
= g(a)**,(g*f) (a) 
= (g 水 (9 水 1)) (a)， 
由 于 < 的 任意 性 ， 故 有 
/水 (ff 沙 9) =9 沙 (9 水 门 ， 
因此 (X， 冰 ，0 ) 是 可 换 的 。 
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股 积 代数 (X， 炒 。 0 > 满足 可 换 性 。 对 于 任意 的 cel， 设 
rz， 是 BCK- 代 数 (X。 洲 。。 0 .的 任意 两 个 元 素 ， 取 入 中 的 
两 个 元 情 和 g， 使 


Tas b=a, Yas 一 Cs 
100) =to，， ba, 9 0) -{ 


由 于 X 是 可 换 的 ， 故 
f 炒 (j 米 9) =9 炒 (9 玉 方 ， 


从 而 
(f 米 (/ 洲 9)) (a) = (9 水 (9 米 户 )(c)， 
于 是 
1a) 沙 of oa) 洲 9(Ca)) =9g(c) 阔 (9(Ca) 水 oa))， 
即 


To 阔 sz 六 ya) = 六 。(ya 阔 ze) 。 
所 以 ，《<X。: 炒 。。 0 .是 可 换 的 。 由 于 c 是 任意 的 ， 故 可 换 性 是 
一 个 赣 可 积 性 。 
定理 7 ( 注 57) 有 界 性 是 一 个 可 积 性 ,也 是 一 个 道 可 积 
性 。 
证 设 定理 4 的 条 件 成 立 。 
1 ) 证 有 界 性 是 可 积 性 。 设 对 于 任意 的 aE€1l，<X。， 灯 。， 
0 .> 都 是 有 界 的 、 且 1 是 它 的 单位 元 。 命 
1 :7 一 >U {X,, a€El1}, 
ZXHF 一 > 1 -。 
则 1 和 和 ， 且 对 于 任意 的 上 上 EX、 和 任意 的 <cEZ， 有 
(f 水 1)(c) =f(0)Xk, 1 (a) =f (0)X*, 1,.=0.,., 
故 :1=0, 从 而 /二 1. 
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2 ) 证 有 和 异性 是 逆 可 积 性 。 设 积 代数 (X， 冰 ,0 是 有 办 的 ， 
1 是 它 的 单位 元 。 对 于 任意 的 aE1l， 我 们 要 证 <X。， 冰 。，。 0 收 是 
有 界 的 。 命 

7 =7(a) 

对 于 任意 的 zeE 入 。， 命 
B -全 p=a, 

“08, Pa, 
则 /EX， 于 是 f 冰 1 =0， 特 别 地 ， 

(f*1)(a) = 0 (0)= 00, 
而 (fx* 1)(a)= f(a)w*, 1 (a) = Zk, 1,. 
故 ze 水 li.=0.。， 即 zs 委 1l1。。 所 以 ， 每 个 (X. 水 。。 0。》 是 有 界 
的 。 
Q.E.D. 

有 界 性 的 这 个 缚 果 是 很 重要 的 ,我 们 在 这 里 顺便 对 有 界 BCK- 
代数 再 作 一 些 补 充 讨论 ， 主 要 介绍 李 舌 [45) 中 的 一 些 工 作 ， 李 丹 
在 5C45] 中 已 证 明 过 两 个 有 界 BCK- 代 数 的 乘积 仍 是 BCK- 人 代数， 
因此 ， 如 果 X 表 示例 3。3 中 的 有 界 BCK- 代 数 , 则 X?= 针 XxX， 
X= 对 ?x XX"x 久 ，… 都 是 有 界 的 BCK- 代 数 ， 
这 样 ， 我 们 就 有 下 列 ， 

定理 8  〈 李 丹 ，[45J]) 。 存 在 无 穷 多 个 有 界 BCK 一 代数 . 

. Q:+:E.s。D.。. 

注意 ， 定 理 2。3 。6 和 定理 2， 3。7 是 比 这 个 定理 进 一 
步 的 结果 。 

现在 我 们 继续 进行 可 积 性 和 逆 可 积 性 的 讨论 ， 我 们 有 下 列 结 
果 ; 
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定理 9 ( 注 58) ”正定 关联 性 是 一 个 可 积 性 ， 也 是 一 个 道 可 积 
性 . 
证 ”假定 定理 4 的 条 件 成 立 。 
1 ) 先 证 正定 关联 性 是 一 个 可 积 性 。 设 〈 惟 。 水。，0。》 (a€ 
了 都 是 正定 关联 的 。 对 于 积 代 数 人 X* 沙 ，0 > 中 的 任意 的 元素 f 
和 9， 和 任意 的 aE1l， 我 们 有 
((f] 六 9) 六 9) (a) = (/ 米 9g) (ca) 沙 。9(a) 
= (1 (ac) 阔 :9(c)) 阔 。9(a) 
=f (a)*.g (a) 
= (f 冰 9g) (c) 。 
故 (/ 冰 9) 炒 9= f 冰 g， 因 此 X 是 正定 关联 的 。 
2 ) 设 积 代数 是 正定 关联 的 ， 要 证 对 于 任意 的 a€1l， <X,3 
水。。 0 .> 是 正定 关联 的 。 设 z，y 是 X。 中 任意 两 个 元 素 。 命 


/0 = 上 _ ge, gp={ 


则 /，g EEX。 由 于 X 是 正定 关联 的 ， 故 
(f*g)*g= f*g 


从 而 

((f*g)*g) (a) = (f*g) (0), 
即 有 

(f (@)*.g (a))*sg (a) = f(a)*.g la), 
故 有 


《ze 米 。yo) 冰 Te= Ze 水 -yo 
因此 .《〈^。 沙 。。 0 .> 是 正定 关联 的 。 Q。 上 上 。D，*。 
由 和 定理 6 、 和 定理 9 及 定理 5 。1 可 知 成 立 下 列 ， 
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定理 10( 注 59) 关联 性 是 一 个 可 积 性 ， 也 是 一 个 逆 可 积 性 .… 
Q.E.D， 

关于 条 件 (3) 有 下 列 结果 ， 

定理 11 ( 民 。jlseki，1979)。 设 (久米 0 ,》 和 <《X,; 冰 ,， 
0 都 是 具有 条 件 (>) 的 BCK- 代 数 。 那 么 (六 ，0 > 也 是 具有 
条 件 () 的 BCK- 代 数 ， 其 中 六， 阔 ， 0 由 (1) 给 出 。 

在 证 明 这 个 定理 之 前 ， 我 们 先 给 出 下 列 引 理 ， 

引 理 3 ( 注 60】 设 <X， 水 ，0) 是 BCK- 代 数 (X1; 米 :，0 1 
-和 《以 冰 ，，0,) 的 积 代数 ,对 于 X 中 的 任 二 元 素 (z1,7,), (yy1， 
y》;) 成 立 ; 

(Zi TSCY, ys) iff zi 和 yi TERYy,. (5) 
证 《>”。 设 (T1， 77) 三 (y1， yy2)， 则 (zi， zs) 沙 (71 
ys) = 0, 故 
(Zi 六 :yi Ts 六 ,ys)= 0 = (01，0,)， 
从 而 
TA*1y1=0) ， Z: 沙 :yz= 02， 
因此 zx, 所 yy1，7, 志 y，,， 
< 和” 。 设 Zi 入 yz 和 ya， 因此 zi 米 1y=00 
zz 水 yz= 0:。 于 是 
(Ti1 冰 IY 7 水 ;yy)= (01， 0,)= 0， 
即 
(Zi，72) 水 (yi yz) = 0， 
所 以 ，(z，z) 和 (yy，) 。 Q .FE.D。 

证 明定 理 11 设 (zi，z:)，(yt， yi) 是 X 中 的 任 二 元 素 。 
AKCrzi， za (yy 的 意义 可 见 定义 6 ，2， 

我 们 断言 ， (zo yz oy) EA((TI TI) yi， yo)), 
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实事 上 ，(zi。yi，za。ya) EX， 上 且 
(zie。yiy7ryeyaz) 六 (Zizo)= (zieyi) 沙 1719 
(zz。ya) 水 27a7 
(yi ys,)，, 
后 一 不 等 式 是 因为 X ,和 X ,组 具有 条 件 (53) ， 放 (zi。yi) 水 1z， 
和 yi (zi。y2) 沙 zz 和 yz， 再 由 引 理 3 而 知 。 
我 们 再 断言 ， 如 果 (P，9) E A(zI，ZX,)，(《y1，y,))， 则 
人 有 (Pp，9) 夺 (z1。wWi,7T,。y)， 事 实 上 ,由 于 (Pp，g) EAllz， 
zs)，(y1，ys))， 故 有 
(pp，9) 沙 (zi 7a) 委 (y1 ya)， 
即 
(px* 1rT1, 9 水 zz2) Ey 72) 
由 引 理 3 知 
px* Ty 9 水 37 < 委 ya。 
于 是 ， 户 委 zi。y1i， 4 和 Z:。y;， 再 由 引 理 3 知 ，(，9) 和 (zi。 
1 Yo 2)。 
这 样 ， 我 们 就 证 得 ,在 X 中 对 于 任意 两 个 元 素 (z1,7,), (yi， 
》，)， 在 集合 A((z1!，x,)，(y1，》,)) 中 有 最 大 元 素 存在 ,而且 
(Ziy ZT2) 0 (V1g V2)= (zieyi Zr。ya)。 (6) 
/ Q.E.D. 
对 于 一 般 情形 ， 类 似 的 定理 也 成 立 。 我 们 先 给 出 下 列 ， 
引 理 4 ( 注 860) 设 〈 人 水，0 是 一 族 BCK- 代数 (X。3 冰 i， 
0 .> (a E1) 的 积 代数 ， 对 于 X 中 的 任 二 元 素 f 和 9 成 立 ， 
jg iff 对 于 每 个 a€1l, 了 (a) 态 g(a)， (7) 
证 “>”。 设 /<g。 则 f 冰 g= 0 。 于 是 对 于 任意 的 a€1 
有 z 
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(f*D (a)= 0 (a)= 0。， 
即 有 
fc) 沙 。9Ca) = 0 
元 / (a) 和 9(c) 
“< 二 了。 因为 对 于 每 个 a€71,f (a) g(a), 妈 f(a) 冰 ,g (9) 


GF9 (0)= 0 *ig(0) = 0,, 
放 f 冰 9g= 0， 即 f <<g.。 QE.D. 
现在 我 们 给 出 下 列 一 般 结 果 ， 
定理 12( 注 62】 设 尺 ; 冰 ，0》 是 一 族 具 有 条 件 (S) 的 BCK- 
代数 和。 水。 0 的 积 代数 ， 则 《<X， 冰 ,0 > 也 具有 条 件 (>)， 
而 且 对 于 X 中 的 任 二 元 素 /，g 有 
(f 。g9) (a) = f(a) 。g(0), (8) 
证 设 f/，og 是 X 中 的 任 二 元 素 。 集合 A(f，g) 的 意义 见 定 义 
6。2， 合 
h(a)= f (a) 。g(a), vaEl. (9) 
由 于 X。 是 具有 条 件 (S3) 的 ， 故 f(a)。g(a) EX.， 因 此 hE XX， 
我 们 断言 , AE A(f/，g)。 即 要 证 h 冰 f 志 9 ,或 (hp 水 方术 9 = 0. 
事实 上 ， 对 于 任意 的 wEI， 我 们 有 
((R 水 门 沙 9g) (a) = (Ra) 水 if(a)) 阔 9(a) 
= ((f (a) 。g(a))*,f (a))k*,g (a) 
=0,.= 0 (a), 
故 (hk 水 有 ) 冰 g= 0 ， 于 是 hE A(f，g). 
我 们 再 断言 ， 如 果 人 E A(f，g9) 则 Kh。 事实 上 ， 由 于 K€ 
A(/，9)， 政 
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Kx*f=yg, 

即 (K 冰 有) 米 g= 0 ， 从 而 对 于 任意 的 xcE 1 我 们 有 
((K*))*g) (a) = 0,, 

故 
(K(a)*,.f (0))k*.9 (0) = 0,, 

于 是 由 (9) 即 有 
K(a) <f (a) 。 g(a) = h(a)., 

由 引 理 4 则 有 式 专 有 。 

这 就 证 得 ， 在 A(f，g9) 中 存在 一 个 最 大 元 素 h， 从 而 

f°。g=h, 


(f 。g)(a)=h(a)= f(a) og(a), Ya€El QE.D. 

显然 ， 这 个 结果 推广 了 K。Iseki 的 定理 11。 具 有 条 件 (S) 的 
性 质 是 否 逆 可 积 性 ? 这 个 问题 的 回答 是 肯定 的 ， 即 我 们 有 下 列 ， 

定理 13( 注 63) 具有 条 件 (3) 的 性 质 是 一 个 道 可 积 性 。 

证 设 (X; 水 ，0》> 是 一 族 BCK- 代数 (X。 水 。 0 (aE€ 
站) 的 积 代数 ， 且 X 具 有 条 件 (S)。 对 于 任意 的 aE1l， 设 7。，y 是 
X. 中 的 任意 两 个 元 素 ， 命 
X,, p=a, y.» P= a, 


gp)=1 


1 (8)={ 
“0 4 pa, 


0 ;,, pba, 
则 f/f， gE€X。 由 于 X 具 有 条 件 (3)， 故 存在 f 0 9。 
现 断 言 〈(/ 。9) (a) € A(zx。, y。)。 事 实 上 ,由 于 f。g 的 定义 有 
(f »。9)*f <g. 
由 引 理 4 
((f 9) 沙门 (ca) 委 9(a)， 
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即 , 
(f 。9) (a)*,f (a) < 9 (0) 
故 (f 。g) (a) E4(ze，ya) 。 
再 源 言 ， 如 果 z。E A (zs。，》.), 则 z。 志 (1 。9) (49)。 由 于 z。E 
A(rz,，Y,)， 故 


Zo 外 To Yo 
命 
n={ 
0 so, Bza。 
则 PE 和 人， 上 且 
((h*f) x*g) (PB) = ChB) kG P)) ks9 (8) 


0 so, pa, 


(za 水 srzo) 沙 ya= 0 。 0= a。 
故 (h 冰 有 ) 冰 9g= 0， 即 有 h 沙 / 过 9， 从 而 Ah 入 /0 9， 再 据 引 理 4 有 
z= Pa) 和 ( 厂 。9) (a) 。 
这 就 证 得 (f。g) (a) 是 A (xz,。，y) 中 的 最 大 元 ， 且 
(f 。g) (a)= f(a) 。g (a0). Qe.E.D. (0) 
注 同型 的 拟 可 换 性 是 一 个 可 积 性 ， 也 是 一 个 道 可 积 性 ， 
( 见 定 理 信 ，1*7) 
3 。 理想 
我 们 在 8 8 中 介绍 过 BCK- 代 数 有 关 理 想 的 一 些 概念 和 结果 ， 
在 $ 9 我 们 进一步 讨论 过 (X， 米 ，0 与 商 代数 (XA， 水 ,Cu) 
中 理想 的 一 些 关 系 。 在 这 里 ， 我 们 要 讨论 与 积 有 关 的 理想 问题 。 
我 们 先 介绍 下 列 : 
定理 14  (K.lséki 和 9.Tanaka，1976) 。 设 《X， 冰 ，02 
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是 一 族 BCK- 代 数 《<X。， 冰 。， 0 ,>《a ED 的 积 代数 ， 如 果 对 任意 
的 wEI，L。 是 X。 的 理想 ， 则 
L=1 {L,: a€l) (11) 
是 X 的 一 个 理想 .。 
证 ”由 于 上 ,是 X. 的 理想 ，aE€1I, i 故 0,EL,， 因 此 0 EL 
设 / 冰 gEL,gEL. 则 对 于 任意 的 a€1 有 (f*g) (c) = 
f(Q) 六 ,9(9) ELs。，9(9) EL。 从 而 f(a) EL,， 故 f EL。 因 此 L 
是 入 的 一 个 理想 。 Q.E.D. 
定理 15。 (KK。Iséki 和 S。Tanaka，1976)。 设 上 是 积 代 数 
《X， 米 ，0 ) 的 一 个 理想 ， 则 L 的 第 a 个 射影 
ZL = {f (a) EX f EL} (12) 
是 XX. 的 一 个 理想 .。 
证 因为 0EL， 故 0.= 0 (@ €L,. 
设 T, 冰 .EL。，y。 EL。。 定 义 


Las b= 4 Co， p=a, 


f (Bp)=1{ | 


. 0 2 pa, 0 2 pa, 


则 f/f，g EX， 且 f 冰 gE€L，gE€L。(f 冰 9) EL 是 由 于 
Ts 冰 s Ya EL p=a, 
0 EL; ，。 pa, 
由 于 二 是 理想 ， 故 /EL。 由 (12) ，f(a)= zx,€L. 
Q。.。E.PD。 
K。1séki 和 S。Tanaka 还 进一步 得 到 下 列 ， 
定理 16 设 L。 是 X。 的 一 个 关联 理想 , 那么 JI {上 ,:a EI} 是 
积 代数 A 的 一 个 关联 理想 ， 反 之 ， 如 果 上 是 积 代数 X 的 一 个 关联 
理想 ， 那 么 上 的 投影 上 ,是 X. 的 一 个 类 联 理想 。 Q.，E.。D。 


GD B= { 
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§ 11 BCK- 代 数 的 并 


BCK- 代 数理 论 有 几 种 不 同 定义 的 并 ， 其 目的 都 是 一 样 的 ; 
为 了 产生 一 个 新 的 BLK- 代数 ， 我 们 在 这 里 只 介绍 一 种 ， 称 为 
“不 相交 ”的 并 ， 以 后 我 们 就 简称 为 并 。 我 们 先 给 出 下 列 , 
定理 1 设 {KX 六 ,, 0 ,); a E€1} 是 一 族 BCK- 代 数 ， 其 
中 1 是 一 个 指标 非 空 集合 。 如 果 对 于 不同 的 i,，j El，Xi 由 XX;= 
{0} ， 其 中 0 = 0,1= 0,， 且 定义 
X=U {X., aEl}, 
fT 冰 ey， 当 XY，y EE 同一 个 X,， 
水， 7Z 水 y= 
x 当 X，y 不 属于 同一 个 X。 
则 《<X， 米 、0 是 一 个 BCX- 代 数 ， 称 为 这 一 族 BCK- 代 数 的 并 
代数 。 
Q .下 上 .D， 
对 于 一 般 情形 ， 我 们 有 下 列 ， 
定理 2 设 {《X,; 冰 ,0 .>，aE€E1} 是 一 族 BCK- 代 数 ， 其 
中 是 一 个 非 空 指标 集合 。 命 (a E1) 
X= {ro 0): TA EX ， | 
0',= (0。 ca)， 
(ze a) 沙 oo，a) = (ze 阔 。yo， CD， | 
则 (X'" 冰 。，0 。> (a ET) 仍 是 一 个 BCK- 代 数 。 等 置 0 ‘(a €1) 
为 0 〈 即 把 一 切 0 , 视 为 一 类 ， 记 为 0 ， 其 它 元 素 不 变 ) ， 命 
: 六 =U 《人 CC ， 
Zz 阔 。y，7，yE 同 一 个 X.， (3) 


了 了》 否则 ， 


(2) 


*， z*y={ 
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则 (Xi 水 ，0 ) 是 一 个 BCK- 代 数 ， 且 称 为 BCK- 代 数 族 【(Xae 
洲 。 0 四，aQ EI 的 并 。 Q。E.D，。 

这 样 ， 以 后 我 们 只 用 讨论 定理 1 条 件 下 的 并 ， 并 且 总 是 假定 
上 [三 2 ， 且 每 个 XX 不 是 平凡 的 。 并 代数 有 下 列 性 质 : 

定理 3 设 (X; 沙 ，0》> 是 {Xo 六 。，0)>: a EI} 的 并 代 
数 。 如果 x,y 是 X 的 两 个 不 相等 的 非 零 元 素 ， 且 XEXs。，yE 
Xs。a 三 Bp， 那 么 x 与 > 不 可 比较 ， 

证 因 z 冰 y= XY 让 0，y 冰 X= y= 夺 0， 

Q.E.D. 

类 似 于 可 商 性 和 可 积 性 、 北 可 商 性 和 逆 可 积 性 ， 这 里 也 有 可 
并 性 和 逆 可 并 性 的 概念 。 

定义 1(#60 设 CX; 冰 ，0) 是 {CXss 冰 s，0 :aE1) 
的 并 代数 。 如 果 每 个 Xs。 具有 性 质 P， 能 证 明 六 也 具有 性 质 P, 则 称 
P 为 一 种 可 并 性 。 相 反 地 , 如 果 并 代数 X 具 有 性 质 P， 能 证 明 每 个 
X,(a ED 也 具有 性 质 P， 则 称 P 为 一 种 逆 可 并 性 . 

类 似 地 可 有 可 数 可 并 性 和 有 限 可 并 性 等 概念 。 

我 们 来 看 几 种 可 并 性 和 道 可 并 性 ， 这 里 只 列 出 几 个 主要 的 ， 
其 它 的 性 质 是 否 可 并 性 和 逆 可 并 性 、 有 兴趣 的 读者 可 自行 去 推 
导 。 

定理 4 “可 换 性 是 可 并 性 。 也 是 一 种 道 可 并 性 。 

证 设 (X; 水 ，0) 是 {《Xc 冰 。, 0》，aEI) 的 并 代数 ， 

1 ) 证 可 换 性 是 一 种 可 并 人 性， 

设 z,y 是 关中 的 任 二 元 素 ， 如 果 rz,yE 同 一 X。 那么 z 八 y 
= y 八 x。 现 设 TEX。，yEXp，a 志 了 B。 那么 

TA 人 y= y 闵 (y 六 7)= y 冰 y= 0 = XY 水 Y= 水 (水 y) 
= y 八 X， 
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2 ) 可 换 性 是 道 可 并 性 是 显然 的 。 Q.E.D. 
类似 地 ， 有 下 列 ; 

定理 5 ”一切 X。 是 同一 型 的 拟 可 换 BCK- 代 数 当 且 仅 当 并 
代数 人 x; 六 ，0 > 是 同一 型 的 BCK- 代 数 。 QR:E。D。 

下 珈 我 们 再 介绍 有 关 理 想 的 几 个 结果 . 

定理 6 设 (X， 沙 ，0 > 是 【人 (Xe 水 0: a El } 的 并 - 
代数 。 则 每 个 X。 是 X 的 一 个 理想 . Q.E.D. 

定理 7 (K 。1lséki 和 S。Tanaka，1976)。 设 尺 ; 水 ，0 》: 
是 人 穴 3 水 :，0> 和 (2 米 :，0》 的 一 个 并 代数 ，A 是 X, 的 理 : 
想 ，B 是 X, 的 一 个 理想 ， 则 A U B 是 X 的 一 个 理想 。 

证 显然 ，0 EAUB. 

设 yE AUB，z 冰 yE AUB。 分 几 种 情形 讨论 之 ， 

1) yEA4，z 冰 yE A。 这 时 由 于 A 是 X ,的 理想 ， 故 xE A， 
从 而 zEAUB. 

2 ) yEB，z 冰 yEB。 同样 有 xzEB， 从 而 xEAUB. 

3) 设 z 沙 yYEA，yEB。 

如 果 ZEA^:*， 则 xz 炒 yEX:， 因 z 阔 ?和 z。 但 z 洲 yEASEX，， 
故 

rz 水 y= 0 z 

即 z 委 y， 从 而 zxEB( 由 于 B 是 理想 ) 。 于 是 xEAUB.， 

如 果 z EX,， 则 由 并 的 定义 

ry= Iz€A. 

从 而 YEAUB. 

4 ) 类 似 地 可 证 YE A，z 冰 yEB 的 情形 . 

这 样 ， 我 们 证 得 AUB 是 X 的 一 个 理想 。 Q.E.D. 

定理 7 的 逆 是 否 成 立 ? 我 们 的 回答 是 肯定 的 ， 即 有 下 列 ， 
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定理 8 :it65) 设 (X 洲 ，07) 是 人 X5 冰 :，0》 和 《X，， 
米 ，， 0》 的 并 代数 。 如 采 C 是 和 的 一 个 理想 ， 则 
4=ChnhX B= CNZX,, (4) 
分 别 是 X ,和 厦 X ,的 理想 . 
证 显然 ，0 EA。0 EB。 只 要 证 A 是 理想 。 设 I 冰 1yE€ 
A，yEA， 于 是 
r*yEC, yEC. 
由 于 是 X 的 一 个 理想 ， 故 x€EC， 
若 TE A, 则 已 得 证 。 如 果 xzEB， 那 么 XE XX1,XE X,, 从 而 
X= 0, 放 xzEA.， Q.E.D. 
定理 7 可 作 如 下 推广 : 
定理 9 \ 注 66; 设 (X 冰 ，0) 是 {《Xo; 冰 。，。0):， a El} 
的 并 代数 ，Aola EE 了) 是 X。 的 一 个 理想 ， 则 A= U {A。: a€El} 
是 ^ 的 一 个 理想 。 
证 显然，0 EA。 
设 z 冰 yYEA，yEA。 分 以 下 几 种 情形 讨论 之 : 
1 〉 如 果 z 冰 yEA。，yEA。， 那 么 由 于 As 是 一 个 理想 ， 故 
ZEAo， 从 而 zEA。 (注意 ， 如 果 ZEAX。， 那 么 z 水 yYEAe.) 
2 ) 如 果 1 ) 中 那样 的 Au。 不 存在 ， 设 
zyEAs, yEA,, oatb. 
首先 ，z 直 0， 否则 z 冰 y= 0 € As， 与 假设 了 矛盾。 这样， ,% 
如 果 zEAXA。， 则 由 并 的 定义 ，z 冰 y= rEA.， 从 而 xz EA.， 
如 果 zTEXY，Y 二 Qa,Y 计 BB, 则 Zz 冰 y= XE 4X 故 xz=0， 
放 盾 。 OQ.E.D. 
定理 8 也 可 作 如 下 推广 ， 其 证 明 是 类 似 的 ; 
定理 10 《 注 67) 设 (X 水 ， 0 是 {CXo; 六。 0 》，acETl 
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的 并 代数 ，A 是 X 的 一 个 理想 ， 则 
A.= ANX,., a El, (5) 
是 X, 的 一 个 理想 。 Q.E.D. 
对 于 关联 理想 也 有 类 似 结果 ， 例 如 ， 有 下 列 ， 
定理 11 (KK .Isski 和 S 。 Tanaka，1976) 设 《X 沙 ，0》 
是 (Xi， 沙 ,，0> 和 (Xi 沙 ，0 > 的 并 代数 ，A 是 Xi 的 一 个 关联 
理想 ，B 是 X :的 一 个 关联 理想 ， 则 AUB 是 和 的 一 个 关联 理想。 
证 我们 只 要 证 
(z 阔 y) 沙 zE4URC 
y 冰 2EAUB 
如 有 果 z 和 y 分 别 属于 不 同 的 代数 ， 那 么 
Z 冰 y= (Z 阔 y) 阔 zE4UD， 
如 果 z 和 和?y 属于 同一 个 代数 ， 不 妨 设 xEX1i，>yEX，， 
1 ) 如 果 zEX,， 那 么 由 于 A 是 关联 理想 ， 故 z 炒 z EA 全 
AUB， 
2 ) 如 果 zEX,，zExXi， 那 么 
(z 冰 y) 冰 z= 7 六 YEA，y 冰 z= yEA， 
因为 A 是 关联 理想 ， 故 xE A， 又 由 
Z 阔 z 委 2 二 2 水 2zE4C4UPB， 
故 总 有 z 水 >zEAUB。 Q.E。D， 


}>z 水 zE AUB. (6 ) 


Y 12 同 态 


类 似 于 群 的 同 态 、 环 的 同 态 、 格 的 同 态 ，BCK- 代 数理 论 中 
也 有 同 态 概念 两 个 BCK- 代 数 的 同 态 有 多 种 方式 ， 如 水 -加 态 、 
入 - 同 态 守 。 我 们 在 这 里 只 介绍 冰 - 回 态 ， 简 称 为 同 态 . 
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1 。 同 态 的 概念 

我 们 先 介绍 BCK- 代 数 同 态 的 定义 。 

定义 1 设 人 和 沙 ， 0 > 和 人 《15 人 ，0 > 是 两 个 BC 人 -代数 ， 
如 求 存在 一 个 映射 

f: X—>Y. 
使 得 对 于 任意 的 z，yE 和 有 
f(z*y) = f(r)x*f (yy). (1) 

则 称 / 为 和 到 Y 的 一 个 同 态 映 射 , 且 称 X 和 YY 是 同 态 的 ， 记 为 入 ~ 一。 

如 果 同 态 f 是 到 Y 上 的 ， 则 称 /为 一 个 满 同 态 

如 果 同 态 f 为 1 - 1 的 ， 则 称 f 为 一 个 一 一 同 态 。 

如 果 同 态 / 是 1 - 工 到 上 的 ， 则 称 /为 一 个 同 构 ， 此 时 称 X 

与 Y 同 构 ， 记 为 入 全 了 。 

注意 ， 人 与 Y 同 态 或 同 构 ， 指 的 是 存在 上 述 的 一 个 同 态 或 同 
构 映 射 。 

例 1 设 人 是 基数 2 的 一 个 集合 ， 取 X 中 一 个 元 素 为 0， 
一 个 元 素 为 gc。 在 X 中 定义 一 个 半 序 和 : FTEX，0 x; 从中 任 
一 非 零 元 素 不 可 比较 。X 中 的 二 元 运算 冰 定 义 为 

，» XY 

+， 人 否则。 
则 (X， 水 ，0 > 是 一 个 BCK- 代 数 . 
”” 设 Y= {8，1}，Y 中 的 二 元 运算 上 由 下 表 定 义 ， 


oky={ 


人 | 1 
019 0 
1l1 0， 
则 《Yg 人 ， 录 是 一 个 BCK- 代 数 。 
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命 


了 有 一 > 所 ， | 
0 FF>0, o> 1,， | 
zhH->0， 当 zsx0，1 时 ， | 


则 了 是 人 到 Y 上 的 一 个 映射 . 
由 于 
1(0kx*0)=f1(0)=0, 1(0)Af(0)=040= 0， 
1 (0 水 a)= 0)=0，F0) 人 Ga)=0 人 11=0， 
(zs0, a)f (Okz)= 10)=0, f(0) Lr) = 040=0, 
flaxk0)=f(a)= 1, fla) Af(0)= 1 人 0= 1， 
flaxka)=f1(0)=0, f(a) 人 fla)= 1 人 1= 0， 
f (ak7x)= f(a)=1, f(a)if(r)= 1 0= 1， 
Ne poe f(z) Af1(0)=040=0, 
(20, 3) farka)= f(r)=0, f(z)Af (a)= 0A1=0, 
f (zx*z)=f(0)=0, f(x)Af(z)=040=0, . 


所 以 /是 从 六 到 Y 上 的 一 个 同 态 映射 ， 从 而 X~Y。 
显然 ， 当 | 人 |= 2 时 ， 且 X= {0，a} ， 那 么 X~ 了 。 
对 于 BC4K- 代 数 的 同 态 和 同 构 我 们 有 下 列 易 知 的 结果: 
定理 1 1 (XI 水 ， 0 一 XI 水 ，0 >， 
2°《X， 水，0>》~Y3 人 ，6>，(Y5 人， 分 一 
《23 d， 0》， 则 (Xi 洲 ，0>~(23 人 A，0'》， QE.D. 
定理 2 1°《X; 洲 ，0)》=(X 水 ，0》， 
2 如果 (XI 米 ，0> 人 (YY 人， 和， 则 4 人 了; 人， 
0》 守 《XX ， 阔 ，0)。 
3 "如 末 人 Xi 冰 ，0、> 之 KY; 人 人 ，9， 且 习 ， 人 和 ， 
OL A 0， 则 CX 洲 ，0>、(Z LI, 0 Q.:E.D. 
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由 于 定理 2 ，“ 人 ”是 一 切 BCKR- 代 数 类 中 的 一 个 等 价 关 
系 。 由 于 定理 1，1° 及 定理 2 ，1° 我 们 可 以 有 下 列 : 

定义 2 《XAX， 冰 ，0) 到 CX， 米 , 0) 的 同 态 称 为 自 同 人 态 ， 
《X， 六 ，0) 到 X; 冰 ，0 的 同 构 称 为 自 同 构 ，。 

定义 3 ( 注 68】 BCK- 代 数 (X， 洲 ，07> 到 BCK- 代 数 (Y3 
上 人 ， 消 的 一 切 同 态 的 集合 记 为 hom 和， 六，05 YY， 人 ，0)， 
在 不 致 于 混 消 时 可 简 记 为 hom 《<X，Y》， 
hom《X; 广 ) 义 可 简 记 为 hom《X，;， 表 示 一 切 自 同 态 的 集 
合 。 

BCK- 代 数 《X; 水 ，0 > 到 BCK- 代 数 (Y; 人， 人 的 一 切 同 
构 的 集合 记 为 Isom《X， 炒 ，0， Y， 人 和 人，0， 在 不 致 于 混淆 时 
可 简 记 为 lsom《X; Y) : 

lsom《X; X> 又 可 简 记 为 Tsom《Xy> ,表示 一 切 自 同 构 的 集合 . 

易 知 ， 我 们 有 下 列 结 果 .; 

定理 3( 注 89) 设 (X 水，0 > 是 一 个 BCK- 代 数 ， 则 Isom 
《X > 关于 同 构 的 复合 运算 作成 一 个 群 。 QE.D. 

定理 4 (二 70) 设 (X， 灯 ，0) 是 一 个 BCK- 代 数 。 则 hom <《X》 
关于 同 态 的 复合 运算 作成 一 个 有 和 恒 等 元 的 半 群 . Q。E。D， 

我 们 在 这 里 再 举 一 个 重要 的 同 态 的 例子 ， 即 下 列 ; 

定理 5  (〈 黄 涵 ，[46]。) 设 CX， 水 。 0 > 是 一 个 BCK- 代 
数 ，A 是 和 的 一 个 理想 ，( 共 AAA 洲 ， Co 是 它 的 商 代数 ，P 卫 是 
由 定义 9。6 给 出 的 典 则 映射 

P:X-—>X/A, 


Z -> Cr， (2 ) 
则 雹 是 从 人 到 XA 上 的 一 个 同 态 映 射 ， 从 而 X~XA. 
证 ”由 定理 9 。11 即 知 ， Q.E.D. 


定理 6 ( 注 71) 在 定理 5 的 条 件 下 ， 如 果 A={0}， 则 P 是 
从 X 到 A 上 的 一 个 同 构 映射 ， 从 而 X 守 XAA. 

证 ”只 要 证 (2) 中 的 已 是 1 - 工 的 。 设 z，y 是 X 中 的 两 
个 元 素 ， 上 日 

Cr= Cy 
故 z 一 y。 由 于 A= {0} ， 由 “一 ”的 定义 〈( 见 定理 9。1)》， 
x 六 y= 0 ，y 冰 = 0， 

由 BCK- 代 数 定义 中 的 公理 (VY) 有 z=y。 Q.-E.D. 

2 。 同 态 的 性 质 

我 们 来 介绍 几 个 BC 天 -代数 之 间 同 态 的 性 质 

定理 7 ” 设 /是 (X， 米 ，0 到 (Y， 人 ，b) 的 一 个 同 态 。 则 

1) f(0)=0, (3 ) 

2) ry 7) f(y). (4) 

证 1) 因 f/(0)=f(0x*0)=f(0)Af(0)= 0, 

2 ) 因 7z 志 yy， 故 xz 冰 y= 0 ， 从 而 
0=f(0)= f(z*y) = f (1) Lf (y), 

故 f (xz) <f (y)。 Q.E.D. 

推论 ”任何 BCK- 代 数 之 间 的 同 态 是 保 序 的 。Q:E.D。 

定义 4 设 /是 BCK- 代 数 (X， 水 ，0 到 (Y， 人 ， 俏 的 一 
个 同 态 ， 称 集合 
Ker(f)= {(zEX : f(x)=0} (5) 
为 同 态 f 的 核 。 

定理 8 设 f 是 (XX， 水 ，0) 到 CY， 人 ，0) 的 一 个 同 态 ， 则 
Ker( 有 ) 是 X 的 一 个 理想 ， 
证 1! (3) HM, 0 EKer(lf). 
设 yE Rer(f)，z 冰 yEKer(/),。 则 
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f(z 冰 »)= 0。 


另 一 方面 ， 
fz*y)= fx) A y= f(x) A0= (7), 
故 f (7)= 6， 从 而 x EKer(]). OQ.E.D. 


定理 9 ( 注 72?) 设 f 是 (X， 冰 ，0) 到 CY， 和 人， 从 的 一 个 满 同 
态 。 则 f 是 一 个 同 构 的 充 要 条 件 是 Ker(f)= {0}.、 
证 “一 ”。 由 于 /是 一 个 同 构 ， 故 /是 1 - 1 的， 因此 Ker 
(f)= {0}). 
《< ”》”。 只 要 证 /是 1 -1 的 ， 设 21:，x,€X， 使 
f(x)= f(x,)= yEY. 
那么 
f(ri*Ts)= fr) Lf(r,)= yy= 0， 
jz: 洲 Zi)= 丰 (zz) 人 zi)=y 人 >y= 0, 
由 于 Ker(f1)= {0}， 故 
TI 冰 Tz,=X, 冰 Xl1= 0， 
由 BCK- 代 数 的 定义 中 的 公理 (Y) 知 zi = zx,。 因 此 f 是 1 一 1、 
满 同 态 ， 即 1 是 从 X 到 Y 上 的 一 个 同 构 ， Q.E.D. 
定理 10 设 / 是 (X， 米 , 0 > 到 《Y 人 ,0 的 一 个 同 态 。 如 果 
《9} 是 了 的 一 个 关联 理想 ， 则 Ker(f) 是 X 的 一 个 关联 理想 。 
证 ”我们 已 知 0 EKer(f)。 现 设 
(zx 冰 y) 冰 zEKer(f)，y 冰 zEKer(f)， (6) 
要 证 I 炒 zE Ker(])， 
由 于 条 件 (6 ) ， 我 们 有 
/ ((z 洲 y) 沙 2) = (f(x) Lf Lf (2)= 0€ {0}. 
f(y*2)= fy) Lf 2)=0€ {0} 。 
因为 10} 是 关联 的 ， 故 
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f(x) Lf(2) EE {0}. 
这 样 便 有 
f (zx*2)= f (7) 人 f(z2)= 0. 
折 以 ，z 阔 zE Ker(/)， Q.E.D-. 
3 。 满 同 态 
我 们 再 介绍 几 个 有 关 同 态 的 结果 ， 以 后 ， 我 们 为 了 方便 起 
见 ， 以 Xs 表示 这 样 的 一 个 BCK- 代 数 (X; 水 ，0，>， 其 中 入 = 
{0，1} ， 冰 由 下 表 给 出 ， 
0 
0 .00 
| 1 0。 


我 们 有 下 列 结果 : 
定理 11 设 / 是 从 一 个 BCK- 代 数 (X， 冰 ，0) 到 X, 上 的 一 
个 满 同 态 。 则 Ker(/) 是 一 个 关联 的 极 大 的 理想 . : 
证 容易 验证 {0 } 是 X, 中 的 一 个 关联 理想 (或 验证 X, 是 
正定 关联 的 ) 。 由 定理 10 知 ，Ker(f) 是 X 的 一 个 关联 理想 .更 
只 需 验证 Ker(f) 是 一 个 极 大 理想 。 我 们 用 反 证 法 ， 假 定 Ker(f) 
不 是 一 个 极 大 理想 ， 则 存在 一 个 真理 想 B， 使 : 
Ker(f) CBCX. 
这 样 ， 就 存在 
TIEB- Ker(f), tr, EX-B, 
由 于 z,，z :ERKer(j)， 故 f(z1)= jz )= 1， 因 此 
Fr 水 z， ) = f(z,)*f(z)= 1kx*1= 0。 
从 而 rz: 洲 ziEKer( 门 CB。 又 因 B 是 一 个 理想 , 旦 z, EB，z; 炒 
ZX1EB， 故 xX,€B。 了 矛盾。 Q。 上 上 。D， 
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定理 12 设 f 是 从 BCK- 代 数 《X; 水 ，0> 到 BCK&- 代 数 《X'， 
炒 '，0 的 一 个 满 同 态 。 那 么 商 代数 《XAKer(f)， 灯 ，Co) 同 
构 于 (和 /3 水 "，07)。 

证 由 定理 8，Ker(f) 是 X 中 的 一 个 理想 ， 故 可 构造 商 代 
数 《XAKer(f)， 米 ，Co)。 

命 

gg: N/Ker(f)—»X’, (7) 
Cz > (7), 

“我们 断言 g 是 一 个 同 构 。 事 实 上 ， 我 们 验证 如 下 ， 
1 ) 9 的 确定 性 ， 即 g 是 良好 定义 的 。 
任 取 XAKer(f) 的 一 个 元 素 Cx， 由 于 Cr 是 X 的 一 个 子 集 ， 
故 可 取 zECz， 命 g(Czr)= f(z)。 如 果 y 也 属于 Cx， 那么 Cz= 
Cy， 而 g (Cy) = f(y)。 我们 要 说 明 f (x) = f(y)。 由 于 Xx, yE€ 
Cz， 故 7 一 z， 即 

r*yERKer(f), yx*rEKer(f). 
因此 ， 

f(r*y)= f(x)*'f (y= 07. 

f(y*7)= f(y)*'f (rz)= 07. 
这 样 由 公理 (VY》 知 f(x)= f(y)、 

2) 由 1) 知 g 是 一 个 映射 . 

3 ) 9 是 一 个 满 映 射 。 

设 y 是 X“ 中 的 任 一 元 素 。 由 于 f 是 满 的 ， 故 存在 x EX， 
使 >= f(x)。 则 

gg: Crt> f(rx)= y, 

4 ) 9 是 一 个 同 态 。 
议 Crx，Cy 是 XAKer(f) 的 任意 两 个 元 素 ， 由 定义 9.2 
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知 ， 
g(Cz*Cy) = 9(Cz 水 ?) = f(z*y) = f(r)*’ f(y) 
= g(C7x)*'g(Cy)， 
5) 9 是 1 一 1 的 。 
设 Cr, CyEX/Ker(f), 98 
9(CCZz) = g(Cy)=a 


即 
f (x)= f(y)=a. 
因此 
1 (zx*y)= f(z)*'f (y= aa 水/a= 07， 
f(y*z)= f(y)*’f (x) = ark’a= 07., 
则 


Zz 冰 yEKer(f),， yk 站 TEKer(f), 

即 zx 一 ”和 见 定 理 9,. 1 ) ， 因 此 Cz= Cy。 

所 以 ，g 是 一 个 同 构 ， 从 而 XAKer(/) 守 Xi Q.E.D. 

定理 13 如果 了 是 (和 洲 ，0? 到 (Y 人 人， 的 上 的 一 个 满 同 
态 ， 如 果 和 是 有 界 的 《可 换 的、 正定 关联 的 或 关联 的 )， 那 么 Y 
亦 然 ， Qe.E.D. 

这 个 定理 是 $ 9 中 一 系列 结果 的 推广 。 它 的 证 明 留 给 读 者 。 

定理 14 设 人 X 水 0， (YI 人 ， 提 ，(Z 4J，0 都 是 
BCK- 代 数 ， 且 设 有 :XX 一 了 是 一 个 满 同 态 ，g : X 一 Z 是 一 个 同 
态 。 如 果 Ker( 有 CKerl(g)，、， 那 么 存在 唯一 的 同 态 f : Y 一 Z， 使 
f +h=g. : 

证 明 这 个 定理 之 前 , 先 作 如 下 图 示 ， 结果 “f。h= g” 表明 ， 
沉 证 明 这 个 图 形 起 一 个 交换 图 ， 

证 ”我们 先 构 造 f:Y 一 Z. 对 于 任意 的 yEY, 由 于 4 是 满 的 ， 
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图 2-8 
必 3 了 2 和 EX， 使 Az)=y。 设 z=9g(z)， 则 命 J(y) = z。 这 样 ,/ 是 . 
如 下 一 个 映射 : 
1:Y— 2, 、 
} (8) 
YP2= 9(7), y=h(r). 
-我 们 断言 ， 这 个 f : Y 一 Z 即 为 所 求 。 验 证 于 下 ， 
1 ) f 是 良好 定义 的 ， 
设 y= h(x)=h(rz,), zi xz, EX,. 则 
hzi 炒 zs)= he) Ahr,) = yi y=0, 
故 | 炒 z, EKer(h)。 由 于 Ker( 有 h) 忆 Kerlg)， 因 此 
g(xz1) Ag(r,) = g(r1k*r,) = 0°. 
从 而 
9(71) g(r,). 
同 理 有 
9g9(7,) g(r )., 
因此 g(z1)= g(x,)。 此 即 表 示 f 是 良好 定义 的 ， 
2) g= fh. 
对 于 任意 的 TEX， 设 y= h(z)，z= g(x)。 由 ff 的 定义 知 
f(y)= z。 
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从 而 
9g(r)=2= f(y)= f (h(x)), 
此 即 
9= fh 
3 ) f 是 一 个 同 态 ， 
设 yi， YEY, 有 是 y1=h(71)，y,= Arz)， 于 是 
f yi ya) = fz) Lh = fr kr2)) = 
= g(xzi 冰 7,) = g(x1)Ag(z,)= Frz))L1 
Af h(x,)) : 
=f(y)Af CYy,). 
4 ) 唯一 性 z 
如 朵 存在 f : Y 一 2 也 满足 条 件 ， 那 么 对 于 任意 的 yEY， 设 ， 
z f (9)=2, f1(y)=2. 
设 y= h(x)，、，z EX。 那么 应 有 
gx) = fh(r)=2, fihlr)=2,= 9(7).° 
由 于 9 是 从 X 到 2Z 的 一 个 映射 ,因此 >2= 9g(z) = z!。 这 样 ，f = fi， 
O*E.D.: . 
具有 条 件 (S) 的 BCK-~ 代 数 在 回 态 下 有 许多 性 质 ， 据 此 我 们 、 
可 证 《 见 C197)， 
定理 15 具有 条 件 (S) 的 性 质 是 一 个 可 商 性 。 Q.E.D.: 
其 它 结果 不 一 一 列举 ， 读 者 可 参看 C19]。 值 得 一 提 的 是 黄 涵 
C46 一 472 中 在 这 一 方面 做 了 许多 很 好 的 工作 。 
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第 三 章 “BCL- 代 数 的 概念 及 性 质 . 


K .elseki 在 1966 年 还 引入 了 比 BCK- 代 数 类 较为 广泛 的 BCI- 
代数 。 正 如 作者 在 第 1 章 81 中 指出 的 那样 ，BCI- 代 数理 论 的 发 
展 是 在 1980 年 以 后 。 而 BCI- 代 数理 论 的 发 展 是 与 一 批 中 国 数 学 
工作 者 投入 这 一 方面 的 工作 分 不 开 的 。 我 们 在 第 三 至 六 章 中 较为 
详细 地 介绍 BCI- 代 数理 论 。 在 这 一 章 中 ， 我 们 将 介绍 BCI- 代数 


的 一 些 基本 概念 及 主要 性 质 。 


在 这 一 节 中 我 们 先 介绍 BCI- 代 数 的 定义 及 有 关 的 几 个 概念 。 


$1 BCI- 代 数 的 概念 


1 。BCI- 代 数 的 定义 


1966 年 ，KK。Iséki 在 引进 BCK- 代 数 的 同时 ,也 引进 了 BCI- 
定义 1 设 和 是 一 个 具有 二 元 运算 六 及 一 个 常 元 0 的 集合 ， 


如 采 它 满足 
公理 I 一 1 
公理 1 一 2 
公理 1 一 3 
公理 I 一 4 
公理 1 一 5 


则 称 其 为 一 个 BCI- 代 数 ， 简 记 为 BCI- 代 数 (X， 冰 ，0)， 且 和 和 


《(z 沙 切 阔 (人 沙 2z)) 冰 (2z 冰 ?7=0，(L) 


(ZX 冰 (zx 亲 >y)) 米 y= 0 (2) 
Z 水 Z= 0， (3) 
Xr 水 y= y 冰 T= 0 全 2Z= y， 《4) 
rT 冰 0= 0 过 z= 0， 《5 ) 
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X 为 它 的 基础 集 。 


如 果 命 
TEYy iff rz 冰 y= 0 (6) 
则 等 式 (1) 一 《5 》 可 改写 为 : 
((z 亲 yy) 冰 (zx 冰 2)) 志 (2z 冰 >》)。 (17) 
2Z 沙 (zZ 水 y) 委 3 (27) 
TEL (3/) 
ITY, YETST= yy, 《47) 
7z<0 一 = 0。 (5/) 


对 比 BCK- 代 数 定义 中 的 公理 〈I) 一 (Y)7 “为 方便 起 见 ， 以 后 简 
记 为 K 一 1，K 一 2，…，K 一 5)， 易 知 ，BCI- 代 数 公理 包括 
了 公理 K 一 1，K 一 2，K 一 3，K 一 5， 而 把 KK 一 4 改 为 (5) 或 
《5 '). 对 于 这 一 改动 ， 我 们 要 指出 ; 

第 一 ， 攻 一 4 要 求 

0 冰 2= 0 。 
这 表明 在 BCK- 代 数 的 乘法 表 的 第 一 行 皆 为 0。 但 是 ，I 一 5 并 
不 作 如 此 要 求 。 这 表明 一 个 BCI- 代 数 的 乘法 表 中 第 一 行 元 泰 不 
必 全 为 0 。 这 是 BCI- 代 数 与 BCK- 代 数 的 一 个 非常 重要 的 差别 . 

第 二 ， 可 以 发 出 ， 由 于 K 一 4 ， 我 们 知道 ， 对 于 一 个 BCK- 
代数 来 说 ， 

0 <r, WX CX, 
这 就 是 说 ，0 是 半 序 集 (X， 万 ) 中 的 最 小 元 . 对 于 一 个 BCI- 
代数 《X， 米 ，0 >， 尽 管 我 们 仍 以 (6 》 引入“ 和”， 但 是 已 不 
能 保证 0 是 关系 委 下 的 最 小 元 了 。] 一 5 指出 了 ， 如 采 z 和 0， 那 
么 X= 0 。 而 完全 可 能 在 一 个 Bi- 代数 人 水， 0 > 中 有 元 素 与 
0 不 可 比较 。 
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第 三 ， 应 当 说 ， 之 所 以 引入 BCI- 人 代数， 就 是 要 改动 公理 
K 一 4 为 1 一 5，、 而 这 样 做 就 克服 了 BCK- 代 数 只 研究 0 是 最 小 
元 这 种 局 限 性 ， 而 扩大 了 研究 的 范围 。 

第 四 ， 公 理工 一 5 比 公理 人 一 4 要 弱 〈 在 其 它 四 个 公理 存在 
的 情形 下 ) ， 下 列 定理 就 说 明了 这 一 点 ， 

定理 1 ”任何 BCK~ 代 数 都 是 BCI~ 代 数 . 

证 设 (X 冰 ，0) 是 一 个 BCK- 代 数 ， 设 -EX， 且 zx<<0， 


则 
Z 冰 0= 0。 
由 KK 一 4 又 有 
0 沙 Z= 0。 
是 同时 有 


TE0,， 07r, 


“由 K 一 5 便 有 z= 0 。 由 此 得 到 了 I 一 5 。 所 以 ，(X， 沙 ，0》 是 一 


个 BCI- 代 数 。 Q.E.D. 
由 定理 1 知 ， 
BCK- 代 数 类 和 BCI- 代 数 类 ， 《7 ) 


第 五 ， 公 理 1 一 5 比 公 理 K 一 4 真 弱 ， 也 就 是 说 ，(7 ?中 挤 
包含 是 真 包含 ， 或 BCI- 代 数 类 的 范围 要 比 BCK- 代 数 类 大 ， 这 一 
瓜 我 们 在 下 一 个 问题 中 介绍 。 

2 。 真 BCI- 代 数 

要 使 (7 ) 中 的 包含 成 为 真 包含 ， 就 必须 找 一 个 BCI- 代数 ， 
它 不 是 BCK~ 代 数 。 对 这 种 BCI- 代 数 ， 我 们 先 给 出 下 列 ， 

定义 2 ”如 果 一 个 BCI- 代 数 (X， 米 ，0 > 不 是 BCK- 代 数 ， 
则 称 之 为 真 BC[I- 代 数 。 

这 样 ,〈7 ) 成 为 真 包含 的 问题 就 变 成 了 下 列 ; 
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问题 ”是否 存在 一 个 真 BCI- 代 数 ? 

对 于 BCI- 代 数理 论 来 说 ， 这 个 问题 是 必须 解决 的 。 而 且 只 
有 肯定 地 回答 这 个 问题 ，BCI- 代 数 才 能 成 为 一 个 独立 的 代数 . 
1980 年 ，K。Isski 首 先 给 出 了 一 个 真 BCI- 代 数 的 例子 ， 从 而 肯 
定 地 回答 了 上 述 问题 ，K。Iséki 的 例子 ( 见 C207) 是 下 列 : 

例 1 设 X= 0，1，a) ，X 中 的 二 元 运算 米 由 下 表 给 


沙 | 0 1 a 
一 
0 | 0 0 a 
1 1 0 a 
a | 4 a 0， 


则 (X， 米 ，0 > 是 一 个 真 BCI- 代 数 。 以 后 ， 我 们 记 这 个 BCI- 代 
数 为 X,(I，a). 
我 们 还 可 以 给 出 一 些 简单 的 真 BCI- 代 数 的 例子 。 比如， 下 
列 ， 
例 2 设 X={0，1} ，X 中 的 二 元 运算 米 由 下 表 给 出 ， 


沙 | 0 1 
0|0 1 
111 0 ， 


则 <X， 冰 ，0 > 是 一 个 真 BKI- 代 数 。 以 后 ， 我 们 记 这 个 BCI- 代 
数 为 入,(I) 

例 3 设 X={0，1，2，3} ，X 中 的 二 元 运算 米 由 下 
表 给 出 : z 
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10 1 2 3 


* 

0 | 0 
1 1 0 3 
2 | 2 1 0 
3 3 2 1 
测 <X;， 冰 ，0 是 一 个 真 BCI- 代 数 。 

”我们 再 给 出 真 BCI- 代 数 的 一 个 实际 例子 。 

例 4 ( 注 ?3) 设 X 是 一 个 非 空 集合 ， 在 P CX》 中 以 对 称 差 人 
力 二 元 运算 ; 

4JB= (A~-B)U(B- A)= (AUB)- (ANB), (8) 
测 SPCX) 4J， 人 好) 是 一 个 真 BCI- 代 数 。 

我 们 容易 验证 ，《P(X)，J，@) 满 足 1 一 1 一 I 一 4 ， 至 于 了 

一 5， 我 们 可 以 验证 如 下 : 

4A 休 = OGA~ OIU(G- A)= OC A= 他。 
然而 它 不 满足 人 -4 ， 因 若 A 冯 好， 则 

GAA= (CG~ AU(A- GCG)= A YY, 
故 不 必 “纪委 427， 

我 们 再 返回 来 看 例 1 。 在 X:(I，o 的 乘法 表 中 ， 如 果 除 去 a 
所 在 列 及 a 所 在 行 , 那 么 剩 下 的 则 是 BCEK- 代 数 和 ， 的 乘法 表 。 因 
此 ， 可 以 把 X(T，a) 看 作 症 XX 加 入 了 一 个 元 迷 a 而 形成 的 ， 或 
”认为 在 X: 的 乘法 麦 上 “ 巾 了 一 个 边 ? 而 生成 的 。 这 种 技术 称 之 
为 BCK- 代 数 “ 一 点 扩张 ”为 一 个 真 BCI- 代 数 。K 。Iséki 指出 
了 这 种 将 一 点 扩张 ”技术 有 它 的 一 般 性 ， 即 有 下 列 : 

定理 2 (上 。lsski，[20])。 设 xx 米 ，0 > 是 一 个 BCK- 
代数 ，aEX， 傅 
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Y=XU {0} ， 
Y 中 的 二 元 运算 水 定义 为 : 
1'X*y，X，yEX， 
z 米 ?= ,a，z 与 > 中 仅 有 一 个 是 a， 
0, z= y=a, 
则 CY， 冰 ，0) 是 一 个 真 BCI- 代 数 ， 
证 1) 证 1 一 1 成立， 只 用 验证 (1)》 的 左边 含有 a 的 悄 
形 ， 分 以 下 几 种 情形 ， 
1° 因 
0。 当 X= a,，2z= 4a; 当 X 六 dq，2Z= 0a, 


) 六 (Zz 冰 Zz) = 
“六 0 六 (, 当 X = GQ，2 夺 4; 当 X 计 9，2Z 二 a， 


故 总 有 (C1) 成 立 。. 
2” 因 


8 


0 ， Vy=QG 或 yy 二 0 = a 


Cz*) 闪 Cz*a) = 
a, ya 有 HXTa, 
则 仍 有 “(1 ) 成 立 。 
3” 因 
0， ZX， 生计 a 或 y=a，2z=o,， 
Cok)x*Cakz) = 
0G，Y= 4，2 夺 4G 或 ya，2= 0 
从 而 仍 有 (1 ) 成立 
4” 弄 然 ((a 冰 9) 冰 (a 冰 a)) 冰 taka)= 0 ， 
“2) 证 1- 2 成立。 亦 只 用 验证 (2 ) 的 左边 含有 a 的 情 形 。 
1” 内 a 冰 (a 冰 y)= 0， 当 y 关 0G 时 ,， 故 (2) 成 立 。: 
9° 


fe 


2Z 寺 0，yY=aG 时 有 z 炒 (z 水 a)=a， 亦 有 (2 ) 成 立 
3° 当 z= y=a 时 ， 则 (a 沙 (ce 沙 o)) 水 ao= 0 ， 
172 


3) 了- 3，7T-4，17- 5 显然 成 立 。 

4 ) 由 于 0 米 a= co， 从 而 必 - 4 不成立， 故 (Y， 水 ，0 是 
一 个 真 BCI- 人 代数。 Q。 上 。D，。 

由 定理 2 我 们 不 难得 到 ， 

定理 3 ( 注 74) 一 切 BCI- 代 数 作成 一 个 真 类， 以 后 称 之 为 
BCI- 代 数 类 。 2 ) BCK- 代 数 类 是 BCI- 代数 类 的 真子 类 。 3 ) 
对 于 基数 c 2 ， 存 在 一 个 基数 为 a 的 真 BCI- 代 数 。 4 ) 一 切 真 
BCI- 代数 作 成 BCI- 代 数 类 的 一 个 真子 类 ， 称 为 真 BCI- 代数 
类 . 

证 1) 由 于 BCK- 代 数 类 是 一 个 真 类 ， 由 定理 1 知 , BCI- 
代数 类 是 一 个 真 类 . 

2 ) 由 例 1 知 ，BCK- 代 数 类 是 BCI- 代 数 类 的 一 个 真子 类 . 

3 ) 由 于 对 于 任意 的 基数 a 宇 1, 存在 一 个 基数 a 的 BCK- 代 
数 ， 由 定理 2 知 ， 对 于 a 宇 2 ， 存 在 基数 为 a 的 一 个 真 BCI- 代 
数 . ， 
”4) 由 3) 显然 得 知 。 Qe.E.D. 
3 。 同 态 、 同 构 和 范 上 . 
类 似 于 BCK- 代 数 的 同 态 、 同 构 概 念 〈 见 定义 I ，12。 1 )， 
我 们 可 定义 BCI- 代 数 的 同 态 、 同 构 概 念 ， 即 有 下 列 : 

定义 3 设 信 ; 沙 ，07 和 (《Y 人 ， 人 内 是 两 个 BCI- 代数 ， 
如 果 存 在 一 个 映射 / : X 一 Y， 使 得 对 于 任意 的 z，yEX 有 

f(z*y)= f(z) Af (yy), (9) 

则 称 / 为 X 到 Y 的 一 个 同 态 映 射 , 且 称 X 和 Y 是 同 态 的 , 记 为 X~Y， 
如果 同 态 / 是 到 Y 上 的 ， 则 称 / 为 一 个 满 间 态 。 
如 采 同 态 / 是 1 - 1 的 ， 则 称 / 为 一 个 一 一 同 态 。 
如 果 同 态 / 是 1 一 1 到 上 的 ， 则 称 f 为 一 个 同 构 ， 此 时 称 X 与 
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BE 


Y 是 同 构 的 ， 记 为 X 守 YY， 

类 似 地 ， 我 们 有 自 同 态 、 自 同 构 等 概 念 ，hom(X》 和 lsom 
CX) 等 记号 ， 以 及 类 似 于 定理 了 "12，1 -4 那样 的 结果 ( 注 75J， 我 
们 不 在 这 里 一 一 资 述 了 ， 7 

我 们 关心 的 一 个 问题 是 ， 一 个 BCK- 代 数 是 否 能 与 一 个 真 
BCI- 代 数 同 态 呢 ? 为 了 回答 这 个 问题 ， 我 们 先 给 出 下 列 ; 

引 理 1 ( 注 76) 设 f 是 BCI~- 代 数 《X， 六 ，0) 到 <Y， 人 ，0) 
的 一 个 回 态 ， 则 


1)/(0)=0, (10) 
2 ) Z 委 yy 之 jz) f(y). 
证 明 完 全 同 定 理 芷 。12。，7。 Q .上 上 .。D。 


现在 我 们 来 回答 上 述 问题 ， 即 有 下 列 ; 

定理 4( 注 ?7) BCK- 代 数 不 能 与 真 BCI- 代 数 满 同 态 ， 即 如 
果 j/ 是 从 BCK- 代 数 ,(X， 水 ，0) 到 一 个 BCI- 代 数 《Y 人 ，0) 上 
的 满 问 态 ， 则 Y 不 是 真 BCI- 代 数 。 

证 事实 上 ， 设 y 是 Y 中 的 任 一 元 素 。 由 于 /是 满 的 、 故 存 
在 TEX， 使 y= f(z), 由 于 X 是 一 个 BCK- 代 数 , 故 0 过 z。 由 引 
理 1 知 ， 

0= f(0)<f(r) = y. 
即 Y 满 足 公 理 K- 4, 故 (Y, 人 ,9) 是 一 个 BCK- 代 数 QE.D:. 

我 们 也 有 同 态 的 核 的 概念 ， 即 有 下 列 ， 

定义 4 设 f 是 BCI- 代 数 (X， 米 ，0) 到 BCI- 代 数 (Y，; 人 ， 
的 一 个 同 态 ， 称 集合 


Ker(f)= (TEX. f(x)= 0} (11) 
为 同 态 / 的 核 ， 


类 似 于 定理 I，12.。 9 ， 我 们 有 下 列 结果 ，; 
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定理 5 ( 注 78) 设 j 是 BCI- 代 数 (X 水，0? 到 (4Y8 人 ， 几 上 
的 一 个 同 态 ， 则 f 是 一 个 同 构 的 充 要 条 件 是 Ker(f)= {0}. 

证 ”注意 定理 .12. 9 的 证 明 中 没有 用 到 人- 4 ， 故 也 可 守 
全 同样 地 予以 证 明 。 Q.E.D. 

污 和 定理 芷 。12。14 的 证 明 一 样 ， 我 们 可 以 得 到 下 列 ， 

定理 6 ( 注 ?9) 设 (X 水，0》，(Y， 上 人， 约 和 (Z， 和 A，0》 
.是 三 个 BCI- 代 数 ， 且 设 h : X 一 了 是 一 个 满 同 态 ，g : X 一 Z 是 一 
个 同 态 。 如 果 Ker( 有 ) 刁 Ker(g)， 那 么 存在 唯一 的 同 态 f :一 
Z， 使 /.h= 9。 (QQ。 上 上 。 了 ， 

为 了 讨论 BCK- 代 数 的 范畴 和 BCI- 代 数 的 范畴 ， 我 们 在 这 
里 对 有 关 范 畴 的 概念 作 一 些 补充 介绍 。 

定义 5 ”一 个 范畴 C 由 下 列 三 事物 组 成 ， 

1 ) 一 类 对 象 6(C)，A，B，…，A，B 等 称 为 C 的 对 象 ， 
而 6(C) 称 为 C 的 对 象 领域 。 且 设 g(C) 不 是 空 集 . 

2 ) 对 于 对 象 的 有 序 对 〈X，Y) ， 有 一 个 态 射 的 集 合 hom 
(X, 了 )，hom(X，7) 的 元 素 称 为 态 射 ， 其 定义 域 为 X， 值 域 为 
了 了 ， 当 三 Ehom(X,) 时 ， 记 为 


f 
厂 : 到 一 了 或 一 了 


3 ) 对 于 对 象 的 有 序 三 元 组 〈(X，、Y，Z)， 对 应 于 / E hom 
(X，Y)，gEhom(Y,，2Z)， 有 它们 的 合成 
gf = gof E hom (X, 2). 
C 满 足下 列 两 条 公理 ; 
1” 结 合 性 。 若 f Ehom(X,Y), gE€hom(Y, 2), h€Ehom 
(Z，W)， 则 
hlgf/)= (po) Ehom(X, W), 
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2* 有 么 性 。 对 于 每 个 对 象 Y， 存 在 一 个 态 射 1Y € hom(Y， 
Y)。 使 得 车 /Ehom(X,Y),; 则 1Yf=f，; 若 g€hom(Y,2)、 
则 g。1Y= 29。 : 

显然 ， 对 于 每 个 对 象 入 ， 1z 是 唯一 的 ， 称 为 单位 态 射 《或 
恒 等 态 射 ， 么 态 射 ) 。 

例 5 下 列 缘 是 范畴 的 例子 : 

1 ) 集合 与 映射 范畴 。 
2 ) 拓扑 空间 与 连续 映射 范畴 。 
3 ) 群 与 同 态 范畴 。 
4 ) 集合 与 单 射 (1 一 1 映射) 范畴。 
5 ) 拓扑 空间 与 同 胚 映射 范畴 . 
定义 6 ”范畴 ?的 一 个 范畴 C 是 一 个 范畴 ， 使 得 
1) (中 的 对 象 均 为 C 的 对 象 。 
2 ) 对 于 C’ 中 对 象 X’，Y'. 
homC’(X’, Y’)ChomC(X/, Y’). 
3 ) 阁 f’ EhomC’(X’,， 7Y'),g' EhomC’ (YZ2/), 则 1 
与 g’ 在 C’ 中 的 合成 等 于 在 C 中 的 合成 .。 
若 C' 是 C 的 子 范畴 ， 则 记 为 C' 人 EC， 
现在 ， 我 们 可 以 介绍 下 列 结果 ， 
定理 7  (K .Tséki,， C20)), 
1 ) 一 切 BCK- 代 数 与 BCK- 代 数 之 间 的 同 态 作成 一 个 范畴 ， 
称 为 BCK 一 范畴 。 
2 ) 一 切 BCI- 代 数 ,与 BCI- 代 数 之 间 的 同 态 作 成 一 个 范畴 ， 
称 为 BCi- 代 数 范畴 .。 
3 ) BCK- 范 畴 是 BCIT- 范 畴 的 一 个 子 范畴 . 
证 明 古 一 系列 显然 的 验 让 ， 这 里 从 略 。 Q.E.D， 
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$ 2 BCI- 代 数 的 主要 性 质 


这 一 节 中 我 们 来 讨论 BCI- 代 数 的 一 些 主要 性 质 ， 由 于 BCI - 
代数 的 五 条 公理 中 有 四 条 与 BCK- 代 数 的 公理 相同 ， 仅 把 民 -4 改 
成 了 I- 5 。 故 BCKK- 代 数理 论 中 凡是 没有 亲民 -4 证 明 的 那些 性 质 
都 可 以 《〈 用 同样 的 方法 证 明 ) 推广 到 BCI- 代 数 中 ， 而 有 些 性 质 的 
证 明显 然 用 到 了 K-4 ， 但 用 I- 5 代替 天 -4 这 个 证 明 仍 能 通过 , 那 
么 这 样 的 性 质 也 可 〈 用 类 似 的 方法 证 明 而 ) 推广 到 BCI- 代 数 中 。 
这 样 ， 我 们 可 有 下 列 结果 : 

定理 1 在 BCI- 代 数 (X， 米 ，0 中 成 立 ， 


1 ) ZXy 守 zy 志 z 冰 7?， V2EX， (1) 
2 ) I<y,，yE2OITEZ, (2) 
: Q.E.D。 
定理 2 如果 (水 ，0? 是 一 个 BCI- 代数 ， 则 《和 ， 到 > 是 
一 个 半 序 集 ， Q ED 


下 面 给 出 BCI- 代 数 的 一 个 基本 性 质 ， 
定理 3 〈 长 。jlsski，[20]) 设 人 (和 洲 ，0 > 是 一 个 BCI- 代 
数 ， 则 对 于 入 中 的 任意 三 个 元 素 TIT，y，2 成 也 


(z 沙 yy) 炒 z=(z 水 7) 水 y。 (3) 
z Q.E.D. 
定理 4 在 BCI- 代 数 《X， 灯 ，0 中 成 立 ; 
Z 阔 yy 委 2 一 2 阔 z2 扫 yy。 Q。E.D。 (4) 
定理 5 在 BCI- 代 数 (X， 冰 ，0 > 中 成 立 ; 
Z 魏 y 全 2 水 2 委 y 阔 z9 v2zEX. (5) 
Q.E.D. 
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注意 ， 定 理工 。 1 。6 的 3) 不 能 推广 到 BCI 一 代数 中 ， 但 
是 定理 。 1。 6 的 4) 可 推广 到 BCI 一 代数 中 ,不 过 不 能 用 
3 ) ， 而 需要 另外 证 明 ， 我 们 有 下 列 ， 
定理 6 (K 。Iséki) 在 BCI 一 代数 《XX， 冰 ，0 ) 中 成 立 ， 
Z 阔 0 =2Z， VZEA 和 。 《6 ) 
证 ”对 于 任意 的 >zEX， 由 定理 3 及 公理 [一 3 我 们 有 
(Z 冰 0 ) 阔 Z=(Z 水 Z) 水 0=0 沙 0=0。 《7) 
缸 由 公理 工 一 2 我 们 有 
《Z 水 (7Z 水 0)) 沙 0=0。 


- 招 . 
A 


Z 阔 (zZ 沙 0) 委 0 。 
由 工 一 5 知 ， 

rz 六 (zx 冰 0)=0. (8) 
由 于 成 立 (7) 和 (8 ) ， 据 公理 1 一 4 则 有 

Z 阔 0 =zx, QeE.D. 


由 公理 工 一 3 及 定理 6 知 ，BCI 一 代数 僚 ， 水 ，0 > 的 乘法 
风 如 下 列 形状 ; 


六 0 Ti 人 … 

0 ， 0 

I rx 0 

y》 | 

: | : 0 
| 和 


证 必 ， 定 理 。4。 1 也 是 BCK- 代 数 的 一 个 性 质 ， 但 是 ， 
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它 不 能 推广 到 BCI- 代 数 中 。 然 而 引 理 于. 6，1 可 推广 到 BCI- 代 
数 中 ， 即 有 下 列 : 

定理 7 在 BCI~- 代 数 (X， 灯 ，0〉 中 对 于 任意 的 元 素 rz, y， 
ZX 成 立 : 

(z 闲 y) 米 (z 冰 y) 魏 z 水 z Q.E.D.(C9) 

上 面 给 出 的 BCI- 代 数 的 性 质 丝 是 从 BCK- 代 数 的 性 质 推广 而 
来 。 应 当 说 明 , BCI- 代 数 类 真 包 含 了 BCK- 代 数 , 它 保留 了 BCK- 
代数 的 一 些 性 质 , 当然 有 些 BCK- 代 数 的 性 质 并 不 能 推广 到 BCI- 
代数 中 。 然 而 更 重要 的 ，BCI~- 代 数 类 上 毕竟 是 与 BCK- 代 数 类 不 同 
的 ， 尤 其 有 许多 真 BC1- 代 数 的 出 现 ， 必 然 有 BCI- 代 数 的 一 些 本 
身 固 有 的 性 质 和 特点 。 在 一 定 意义 上 讲 , 我 们 主要 地 在 BCI- 代 数 
理论 中 讨论 的 正 是 这 些 性 质 和 特点 。 BCI- 代 数 的 这 些 固 有 的 性 
质 和 特点 ， 我 们 将 在 以 后 陆续 讨论 之 。 在 本 节 的 最 后 ， 和 作者 介绍 
一 个 BCI- 代 数 的 等 价 定义 ， 即 有 下 列 ， 

定理 8 (is0) 设 (X; 水 ，0》 是 (2，0 ) 型 的 一 个 代数 ， 则 
《^A; 水 ，0 是 一 个 BCI- 代 数 的 充 要 条 件 是 它 满足 I-1，1I- 
3，I-4 和 (3)。 

证 “ 仿 ”。 这 是 显然 的 。“<”。 只 要 证 满足 TI-2 和 1 
一 吕 。 

证 满足 1-2。 因 (z 冰 (z 米 切 ) 米 y= (z 水 y) 水 (z 水 细 ) 

二 0 。 

证 满足 1-5 。 已 知 z 洲 0 = 0。 欲 证 z= 0。 由 已 知 条 件 ， 
0 六 z= (zx 六 0) 冰 X= (rz 水 7) 水 0=0 冰 0=0。,。 从 而 由 1-4 
知 ，z= 0. 

(J)。 局 。 了 也。 
定型 8 给 出 了 BC 代数 的 一 个 重要 竺 和 镍 。 我 们 以 后 不 仅 缀 


ly 


用 到 它 ， 而 且 由 此 将 导 至 我们 引入 一 类 新 的 代数 一 BCH 一 代 
数 ， 详 细 情 形 ， 请 参看 第 七 章 。 


$ 3 BuI- 代 数 的 BCRKR -代数 化 


BCI- 代 数 与 BCK- 代 数 有 什么 关系 呢 ? 这 是 研究 BCI- 代 数 
理论 必须 考虑 的 一 个 问题 。 在 前 两 节 中 我 们 已 经 在 这 个 问题 上 做 
了 一 些 工作 ， 主 要 有 以 下 几 点 ， 

第 一 ， 从 BCI- 代 数 的 定义 和 BCK- 代 数 的 定 义 来 看 ， 仅 把 
公理 人 -4 换 成 了 公理 [I- 5 ， 从 这 个 意义 上 看 ，BCI- 代 数理 论 是 
BCK- 代 数理 论 的 一 个 推广 . 

第 二 ， 定 理 1。1 指出 ,任何 BCK- 代 数 都 是 BCI- 代 数 。 这 就 
表明 

BCK- 代 数 类 己 BCI- 代 数 类 ， 
进一步 地 说 清 了 上 述 “ 推 广 ” 的 真正 含意 。 

第 三 ， 真 BCI- 代 数 的 存在 〈 如 例 1.1-1.4)， 尤 其 我 们 指 
出 了 ,对 于 任何 的 基数 a 宇 2, 存在 一 个 基数 为 a 的 真 BCI- 代 数 。 
这 说 明了 BCI- 代 数 类 对 BCK- 代 数 类 的 推广 有 着 丰富 的 内 容 和 深 
刻 的 含意 。 

第 四 ,用 .Isiki 给 出 的 定理 1。2 是 有 趣 的 。 根 据 这 个 定理 ， 
我 们 对 于 任意 的 一 个 BCK -代数 ， 可 以 构造 一 个 真 BCI- 代 数 。 
这 个 结果 ,不 仅仅 反映 真 BCI- 代 数 的 存在 性 ， 更 让 要 的 是 ， 这 种 
BCK- 代 数 的 “一 点 扩张 2 的 手法 深刻 地 揭示 了 BCK- 代 数 与 真 
BCI- 代 数 之 间 的 关系 。 

第 五 ， 我 们 指出 了 ，BCI- 代 数 保留 了 BCK- 代 数 的 大 些 性 
项 ， 也 破坏 了 某 些 性 质 . 
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BCI- 代 数 和 BCK- 代 数 的 关系 不 只 是 这 -- 些 ， 本 节 和 以 后 
一 些 普 节 我 们 还 将 作 一 些 讨论 。 在 本 节 中 我 们 要 考虑 另 一 方面 的 
一 个 司 古 ， 噬 并 BCI- 代 数 是 从 BCK- 代 数 推广 而 来 ,而 且 BCK- 
代数 中 BCI- 代 数 ， 那 么 一 个 BCI- 代数 在 什么 情形 下 又 变 成 一 个 
BCK -代数 呢 ? 这 种 BCI- 代 数 的 “BCK 化 ”很 类 似 于 拓扑 空间 
的 度 引 化 ， 弟 一 个 相当 重要 的 问题 。 为 了 便于 讨论 这 个 问题 ， 我 
们 先 说 清楚 “BCK- 化 2 的 含意 。 

定义 1 (30 一 个 BCI- 代 数 在 一 定 的 条 件 下 可 证 明 是 一 个 
BCEK- 代 数 ， 则 称 这 个 BCI- 代 数 可 BCK- 代 数 化 ,或 简称 为 可 
BCK- 化 。 一 个 叙述 BCIL- 代 数 是 BCK- 代 数 的 结果 称 为 BCK 化 定 
理 . 

显然 ， 满 足 人 -4 的 BCI- 代 数 是 一 个 BCK- 代 数 。 这 是 一 个 
平凡 的 BCK 化 定理 。 一 般 地 说 ，BCK 化 定理 的 已 知 条 件 中 并 不 
包括 “满足 K-4”， 而 是 要 证 明 它 满足 K~4 。K。Is6ki 在 C20) 
中 给 出 几 个 BCK 化 定理 . 

定理 1 (KK .lséki，[20))。 一 个 BCI- 代 数 尺 ， 米 ,0 > 如 果 
满足 下 列 条 件 ， 对 于 任意 的 z,yEX 成 立 

ZX 冰 (X 冰 yy) = y 阔 (7y 冰 了 工 ) (1) 
则 <X; 闵 ，0 是 一 个 BCK- 代 数 . 

证 我 们 用 反 证 法 ， 设 满足 具有 (1) 的 BCI- 代 数 (X; 站 ， 
0 2 是 一 个 真 BCI- 人 代数， 那么 3a€ XX， 使 得 a 与 0 不 可 比较 大 
小 。 

我 们 断言 0 水 a 亦 不 能 各 0 比较 大 小 。 事 实 上 。、 如 果 

0 委 0 六 a， 《2 ) 
上 生 王 2。，1 的 1 有 
0k*(0k*o) 志 0 水 0 =0。 
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由 工 -5 知 ， 

0k*(0k*o) = 0。 
再 由 I-1 知 

0 六 (0 米 a) =((0 米 0) 米 (0 炒 o))< 委 ao 沙 0 =a， 
后 一 等 式 是 因为 2。6 而 成 立 的 。 这 样 ， 我 们 得 出 ，0 三 a。 这 
与 已 知 “c 与 0 不 可 比较 ” 相 矛 盾 。 但 由 (1) 又 知 ( 2 ) 成 立 : 
0 沙 (0 炒 ca) =a 炒 (ao 水 0)=G 沙 G=0， 从 而 矛盾 ， 
Q.E.D. 

上 而 这 个 定理 的 证 明 实 际 上 给 出 了 真 BCI- 代数 的 下 列 性 
质 : 

定理 2 ( 注 82) 如果 a 是 BCI- 代 数 (X; 冰 ，0) 中 与 0 不 可 比 
较 的 元 素 ， 那 么 0 米 c 亦 与 0 不 可 比较 。 

Q。E.。P 

定理 1 表明 ， 具 有 条 件 (1) 的 BCI- 代 数 一 定 是 BCK- 代 
数 。 而 条 件 〈1) 正 是 可 换 性 条 件 ， 故 可 换 的 BCI- 代 数 一 定 是 
BCK- 代 数 ,这 表明 在 BCI- 代 数理 论 中 不 必 再 研究 可 换 性 ( 1) 了 ， 
下 面 我 们 继续 讨论 BCK 的 化 的 问题 。 我 们 在 § 2 中 曾经 指出 ， 
BCK- 代 数 的 一 条 性 质 (定理 I。1。6 的 3)) 

I 水 yz (3) 

不 能 推广 到 BCI- 代 数 中 。 下 面 我 们 要 利用 条件 (3) 给 出 一 个 
BCK 化 定理 ， 

定理 3 (上 .lstki,[20]。 见 [ 注 83]) .如 果 BCI- 代 数 《(XX， 
米 ，0 > 满足 条 件 〈3 ) ， 则 它 是 一 个 BCK- 代 数 。 从 而 真 BCI- 
代数 一 定 不 满足 (3 ) ， 且 不 满足 (3) 的 BCI- 代 数 一 定 是 真 
BCI- 代 数 . 

证 议 人 水。07> 是 满足 条 件 〈3 ) 的 任意 一 个 BCI- 代 
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数 。 设 y 是 和 中 的 任意 一 个 元 素 ， 再 任 取 YE 人 .由 于 《3) 成 
立 ， 由 定理 2 .5 知 ， 
(Zz 冰 yy) 水 ZX 志 Tk 水 T= 0， 
故 由 工 -5 及 定理 2。3 知 ， 
0 = (zZ 炒 y) 水 2Z= (zx 冰 7) 冰 y= 0 冰 y， 
所 以 ，0 三 y。 即 人 -4 成立。 因此 4X， 冰 ，0) 是 一 个 BCK- 代 
数 。 
由 于 第 一 个 结论 成 立 , 故 《〈 由 于 逆 否 命题 为 真 ) 真 BCI- 代 数 
一 定 不 满足 (3) 。 由 于 BCRA- 代 数 一 定 满 足 《3 ) ， 故 不 满足 
《3) 的 BCLI- 代 数 一 定 是 真 BCI- 代 数 。 
Q.E.D. 
这 个 定理 的 第 二 个 结论 给 出 了 真 BCI- 代 数 的 一 个 特征 。 
定理 4 (人 。lsski，[20])。 如 果 BCI- 代 数 (Xf 水 ,0 > 满 
足 ， 对 于 任意 的 z，y6EA 和 成立 
(Zz 冰 y) 冰 y=z 六 > (4) 
则 它 是 一 个 BCK- 代 数 ， 
证 设 z 是 BCI- 代 数 (X，; 关 ，0) 中 的 任意 一 个 元 素 。 由 于 
(4) 成立， 故 有 
(Xz 水 7) 冰 xX =X 六 x。 


由 工 -3 有 
DO 洲 z=0， 
改 
0 <7z， 
从 而 及 -4 成立。 所 以 从: 洲 ，0 > 是 一 个 BCK- 代 数 ， 


seE。D。 
这 个 定理 表明 ， 正 定 关 联 的 BCI- 代 数 战 是 正定 关联 的 
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BCK- 代数 。 因 此 ， 在 BCI- 代数 理论 中 不 必 研 究 正定 关联 
性 。 
定理 5 (发 。jsiki，[20]) 。 如 果 了 BCI- 代数 Xi 米 ,02 
满足 ， 对 于 任意 的 z，yEA 人 成 立 
Z 六 《7y 阔 并 ) = 7， (5) 
则 它 是 一 个 BCK- 代 数 ， 
证 设 y 是 X 中 的 任 一 元 素 ， 由 (5 )》 可 知 
0 六 (y 六 0)= 0.， 
由 定理 2。6 知 ，y 冰 0 =y， 改 有 
0ky= 0， 
即 0 三 y。 因 此 ，K-4 成 立 ， 从 而 《<X， 米 ，0》 是 一 个 BCK- 代 
数 。 
Q.E-.D. 
这 个 定理 表明 ,关联 的 BCI- 代 数 就 是 关联 的 BCK- 人 代数。 办 
此 ， 在 BCI- 代 数理 论 中 不 必 研 究 关 联 性 。 
李 丹 研究 过 有 和 界 性 问题 ， 得 到 了 下 列 ， 
定理 6 (他 丹 ，[45](。 如 果 BCI- 代 数 (X， 水, 0 > 满 足 : 
31EXA，VzEX， 成 立 ， 
TIT， (6) 
则 它 是 一 个 BCK- 代 数 ， 
证 设 z 和 z 是 * 中 的 任意 两 个 元 素 ， 由 于 定理 2.3 有 
(Zz 冰 1) 冰 z= (zx 冰 z) 冰 1，。 
由 〈6) 知 
0 冰 z=0， 
放 0 和 z， 从 而 人 X 洲 ，0 > 满足 民 -4 ， 故 是 一 个 BCK- 代数。 
Q.E.D。. 
184 


这 个 定理 表明 ， 有 界 的 BCI- 代 数 就 是 有 界 的 BCK- 代数 。 因 
此 ， 在 BCI- 代 数 中 没有 必要 研究 有 界 性 。 

上 上 面 已 分 别 指出 了 ， 在 BCI- 代 数 中 不 必 考 虑 可 换 人 性 、 有 界 
性 、 正定 关联 性 和 关联 性 。 显 然 ， 这 些 (类 ) 性 质 在 BCK- 代 
数理 论 中 起 了 很 重要 的 作用 ， 具 有 这 些 性 质 的 BCK- 代 数 是 
BCg&- 代 数 类 中 很 重要 的 真子 类 。 不 过 ， 不 必 担 心 ，BCK- 代数 
的 东 些 类 将 在 BC 坟 -代数 中 得 到 推广 ， 如 拟 可 换 性 及 具有 条 件 (S) 
的 性 质 。 另 外 ，BCI- 代 数 本 身 也 将 出 现 一 些 新 类， 如 结合 性 和 
广义 结合 性 等 。 我 们 将 在 以 后 的 各 章节 中 予以 研究 。 

下 面 ， 我 们 介绍 几 位 作者 最 近 得 到 的 几 个 BCK- 化 定理 。 

定理 7 (了 .JIsiki 和 A。B。Thaheem，[51]) 设 《X ; 
米 ，0 "是 一 个 BCI- 代 数 ， 满 足 

(XZ 冰 y) 冰 z= (Z 阔 2) 水 (y 水 2)， 
VXI, yy, 2EX, (7) 
那么 (和 水 ，0 是 一 个 BCK- 代 数 。 

证 在 (7) 中 命 z=y=z， ， 则 有 

(Xx 冰 7T) 亲 X= (〈Z 水 Z) 水 (z 阔 2 了) ， 
即 有 
0 冰 z=0 米 0=0， 
故 0 <z， WzEX。 从 而 K-4 成 立 。 这 就 证 明了 《X， 米 ，0 > 是 
一 个 BCK- 代 数 . 
Q.E.D. 

定理 8 (K。]séki 和 A 。B .Thaheem，[51]) 如 果 BCI- 

代数 人 x; 沙 ，0 > 满足 
(xz 冰 》) 冰 (yzT) =z 冰 y,， WX,，yEX， (8) 
那么 (X， 炒 ，0 > 是 一 个 BCK- 代 数 。 
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证 由 (8) 可 有 ， Prz，yGEAX， 
(z 洲 急 阔 (y 玉 2Z) 天 Z 沙 yy。 
由 定理 2.4 知 ， 
(z 米 y) 阔 (2Z 水 y) 窑 (7 水 Z) 。 
故 对 于 任意 的 z，yEX，0 委 ?y 米 z。 在 此 不 等 式 中 命 z= 0， 则 
有 


0 yk*0=y， VyEX, 
因此 ，(X; 六 ，0 > 是 一 个 BCK- 代 数 。 
Q .下 .了 D， 
1984 年 4 月 西北 大 学 数学 系 八 〇 级 学 生 李 金龙 得 到 了 下 列 结 
有 果 : 
定理 9 ”如果 BCI- 代 数 (X;， 米 ， 0 > 满足， 
XZ 阔 (0 阔 Z) =z， VIEAX, (9) 
则 《久米 ，0 > 是 一 个 BCR- 代 数 。 
证 由 (9) 有 
(z 六 (0 水 Z)) 阔 Z=0， 
故 
(2Z 米 2) 阔 (0 冰 Z) = 0， 
即 有 
0 六 (0 冰 zZ)= 10。 
于 是 ， 有 
:0 洲 z=(0 六 (0 米 z)) 阔 z 
=(〈(0 六 Z) 沙 (0 沙 Z) 
二 站 。 


故 0 三 z。 因 此，《X， 水 ,0 > 是 一 个 BCRK -代数 。 
还 有 一 些 BCR- 化 定理 ， 我 们 将 在 以 后 陆续 了 予以 介绍 。 
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$4 BCI- 代数 的 BCK- 部 分 


定理 1.，2 指 出， 用 “一 点 扩张 ”的 手法 ， 一 个 BCK- 代 数 
可 以 扩张 生成 一 个 真 BCI- 代 数 。 那 么 ， 任 意 一 个 真 BC1- 代 数 是 
否 都 是 用 这 种 方法 生成 的 呢 ? 回答 是 否定 的 。 但 是 ， 任 意 的 一 个 
真 BCI- 代 数 都 可 以 认为 是 一 个 BCK -代数 用 较 为 广泛 的 意义 上 
的 扩张 生成 的 《而 不 只 是 “一 点 扩张 ”〉。 我 们 在 本 节 中 就 来 讨 
论 这 种 扩张 。 
我 们 先 介绍 下 列 概念 
定义 1 (下 。IsEki，1980，[20]) 。 设 XI 阔 ， 0 > 是 一 个 
BCI- 人 代数， 集合 
B(X) ={zEX，0 <r} (1) 
称 为 它 的 BCK- 部 分 。 
为 什么 把 集合 BCX〉 称 为 BCI- 代 数 (X， 米 ,0 的 BCK- 部 
分 呢 ? 这 是 由 于 成 立 下 列 ， 
定理 1 (KeIs6ki,，C20))。 设 《XX， 多 , 0 是 一 个 BCI- 代 
数 ， 则 《<B(X)， 冰 ，0 > 是 包含 在 (Xi 水 ，0 > 中 的 一 个 极 大 的 
BCK- 代 数 。 
证 1) 设 x，y 是 BC(X) 中 的 任意 两 个 元 素 ， 我 们 要 证 BC(X) 
对 冰 封 闲 ， 即 应 有 zx 炒 yEB(X)。 事 实 上 ， 由 于 XE B(X)， 故 有 
0 生 Z。 
由 定理 2。 5 我们 有 
0 xy 所 Ty 
由 于 yE€B(X), 故 0 三 >， 即 0 冰 y= 0， 从 而 我 们 有 
0 三 ZT 水》。 
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此 即 z 阔 yYEB(X) 。 

2) 由 (1)， 及 1-3， 我 们 知道 0 € BCX). 

3) 由 1〉》、2) 易 知 ，B(X)， 冰 ，0) 是 一 个 BCI- 代 
数 ， 

4 ) 由 B(X) 的 定义 知 ， 成 立 K-4， 故 (B (X)， 米 ，0) 是 一 
个 BCE -代数 。 

5 ) 由 于 BC(X) 中 包括 了 《<X， 冰 ，0) 中 一 切 宇 0 的 元 素 ， 
因此 B(X)， 冰 ，0) 是 包含 在 X 中 的 一 个 极 大 的 BCK- 代 数 。 

Q.E.D. 

我 们 来 看 几 个 例子 ， 

例 1 设 入 ={0}， 半 8 0 水 0=0。 则 (人 必 ! 洲 ，0) 是 一 
个 平凡 的 BCK- 代 数 。 显 然 ，B(X) =X={10)}， 

例 2 设 X={0，1，2，3}，X 中 的 二 元 运算 炒 由 下 起 
给 出 ， 


水 0 1 2 3 
0 0 0 0 0 
1 1 0 0 1 


2 | 2 1 0 2? 
3 3 3 3 0， 

则 《<X， 阔 ，0) 是 一 个 BCK- 代 数 ， 且 B(X) =X. 

其 实 ， 对 于 任意 的 BCK- 代 数 都 具有 例 1 和 例 2 中 所 反映 出 
的 性 质 ， 即 有 :， 

定理 2 ( 注 84) 如 果 BCI- 代 数 《X; 沙 ，0> 可 BCK 化 ， 则 
BC(X) = 入 ， 反 之 亦 真 。 (这 也 是 一 个 BCK 化 定理 ). 

Q.E.D. 
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推论 ”一 个 BCI- 代 数 (X 阔 ， 0 > 是 一 个 真 BCI- 代数 当 且 
仅 当 B(X) 关 X，、， 当 上 且 仅 当 X-B(X) 关 g。 
Q. E. D. 
下 面 我 们 来 看 几 个 真 BCI- 代 数 的 例子 。 
例 3 X={(0，1}，xX 中 的 二 元 运算 米 由 下 表 给 出 : 


水 0 1 


0 0 1 
1 1 0， 


则 <X， 米 ，0》 是 一 个 真 BCI 一 代数 ( 即 X,(1)), 而 BX) 
={0}. 

例 4 设 X={0，1，2，3，4}， ，X 中 的 二 元 运算 米 由 
下 表 给 出 ， 


3 3 3 3 0 4 
4 4 4 4 4 0， 
则 <X， 冰 ，0 > 是 一 个 真 BCI- 代 数 〈 显 然 , 它 由 “一 点 扩张 ”法 
生成 ) ， 且 


B(XA)= {0,， T ， 2 ， 3 。 
例 5 设 Q 为 一 切 有 理 数 之 集 ，Q-=Q 一 {0}, 则 《Q-， 
+，1) 是 一 个 真 BCI- 代 数 ， 且 B(Q-) = {1)}。 注 意 ， 在 这 里 


ry iif rx+y=1 if z=y, 
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下 面 我 们 来 讨论 真 BCK- 代 数 的 BCK- 部 分 的 性 质 ， 我 们 先 
回顾 一 下 定理 3。 2 。 这 个 定理 现在 可 被 述 为 : 如 果 a€X-B 
(X)， 那 么 0 水 a EX 一 BC(X)。 为 了 方便 起 见 ， 我 们 引进 一 个 算 
子 H(z，y). 

定义 2 ( 注 86)】 设 (X 冰 ，0) 是 一 个 BCI- 代 数 . 对 于 XX 中 
的 任意 两 个 元 素 z，yEX， 命 

H(zx，y) =Z 水 y。 (2) 
特别 地 ， 当 xz = 0 时 ， 简 记 为 
再 (0 ，y) = 也 ,(y) = 0 冰 y。 (3 ) 
注意 ， 记 实际 上 是 一 个 二 元 算 子 ， 
H :XxX->X， | 
(2 ) 
(Z，y) FP>(Z 水 y) 。 
而 再, 是 一 个 一 元 算 子 ， 
H,，X->X。 | 
《37 ) 
rH 0 六 X。 
对 于 算 子 ,我 们 有 下 列 结 果 : 
定理 3( 注 86) 设 (% 水 ，0 > 是 一 个 BCI- 代 数 。 则 
1"”H,[CB(CX)]I={(0)》 (4) 
2* XX 一 B(X) 对 HH, 封 闭 ， 即 

HCX—B(X)ICX—B(X), (5) 

3”《X， 水 ,0 ) 可 BCK 化 的 充 要 条 件 是 HoCX]= {0 )。 

最 后 一 个 结果 是 一 个 BCK 化 定理 。 

证 ”我 们 分 别 验 证 如 下 : 

1 设 r€EBC(X)， 由 于 B(X) 的 定义 , 则 有 
再,(z)=0 冰 zz= 10， 
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数 H,CB(X)]={0}. 
2” 对 于 任意 的 TEX 一 B(X)， 由 定理 3。2 知 ， 
H, (x) = 0 x*TEB(X), 
故 H, (x) EX 一 B(X)， 因 此 HCX 一 B(X)JCX 一 B(X). 
3” “之 ”。 若 (XI 米 ，0 > 是 一 个 BCK- 代数 ， 则 B (XX) 
=X,， 由 1" 便 有 
HCXI={0}., (6) 
《<-》”。 若 BCK 一 代数 4(X 洲 ，0 满足 (6 )， 则 FT EX， 
有 
H,(x)=0 炒 z= 0， 
即 0 x， 故 K 一 4 成 立 ， 从 而 <; 沙 ，0> 是 一 个 BCK- 代 
数 。 
Q.E.D. 
注意 ， 定 理 3 的 1 说 明 ， 算 子 日 ,把 BCK- 部 分 收缩 为 一 点 
之 集 {0 )。 
现在 ， 我 们 再 推广 定理 3。 2 ， 即 有 下 列 ; 
定理 4 (K.ITséki，[20])。 设 尺 ， 炒 , 0》 是 一 个 BCI- 代 
数 ， 若 TE B(X)，y EX 一 BCX)， 则 
H(zx, y) =z 沙 yEB(X) (7 ) 
证 ”我们 用 反 证 法 。 设 xzEB(X)，yEX 一 B(X)， 使 
H(z, y) =7x*yEB(X). 
由 于 x EB(X)， 由 定理 1， 
0 委 Z 阔 (z 水 y) 。 


由 公理 KK-1 又 有 
ZX 冰 (z 冰 y) = (Z 洲 0 ) 洲 (zz 水 切 委 7 水 0 = yy。 
部 0 委 y, 即 yEB(CX)。 了 矛盾 。- Q.E.D. 
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如 果 我 们 记 
H.(y) = 万 (z，y =Z 水 2 (8) 
则 定理 4 表明 ， 当 zx € B(X) 时 ,X 一 B(X) 对 算 子 ,也 是 封闭 的 。 
这 显然 是 定理 3 的 2” 的 一 个 推广 。 
利用 定理 4 还 可 得 到 下 列 BCK- 化 定理 ， 
定理 5 (KK ，Iséki 和 A。B。Thaheem，[51); ( 注 87) 如 果 
BC 代数 Xi 洲 ，0 > 满足 
(Z 阔 y) 水 人 (z 水 分 冰 (7 水 zz)) = 0， 
FrZ，?yE 人 ， (9 ) 
则 《< 米 ， 0 ?是 一 个 BCK -代数 。 
证 用 反 证 法 ， 如 果 人 以 和 阔 ，0 > 不 是 一 个 BCK&- 代 数 ， 由 定 
理 2 知 ，4 一 B(X) 关 df。 任 取 aEX 一 B(X)， 
由 《9) 知 ， 
《0 水 G) 冰 人 0 沙 @) 冰 (水 0))= 0， 
即 
《0 水 G) 冰 4 人 《0 冰 G) 冰 0 = 0。 
因此 ， 我 们 有 
0 xa 三 (0 六 GaG) 冰 G。 
由 定理 2.5 有 
(0 灯 ) 阔 (0 冰 Q) 志 (C0 冰 @) 冰 @) 冰 (0 洲 0)， 
因此 ， 又 有 
0 委 ((0 米 @) 阔 @) 沙 (0 kka) 
= 《C0 冰 Q) 水 (0 冰 q)) 冰 oa 
= 0 xa。, 
于 是 ， 0 林 aEB(GX)。 这 与 定理 4 (或 定理 3.2) 了 矛盾。 所 
以 ， 人 5 洲 ，0 > 是 一 个 BC 天 -代数 。 QQ 下-D、 
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在 这 里 ， 我 们 还 需要 对 二 元 算 子 再 (z，y) =z 沙 y 作 些 讨 

论 。 我 们 知道 ， 如 果 尺 ， 末 ，0) 是 一 个 BCI- 代 数 ， 那 么 ， 
X=BX)YU(X- B(X)). (10) 

为 了 方便 起 见 、 我 们 引入 下 列 概念 : 

定义 3 ( 注 88)】 设 以 ; 水 ，0 是 一 个 BCI- 代数 。 称 集合 % 
一 B(X) 为 X 的 BCK- 余 部 ， 

显然 ， 有 下 列 结果 : 
”定理 6 GE89) 设 (X， 冰 ，0) 是 一 个 BCI- 代数 。 那 么 CX， 
沙 ， 0 是 一 个 BCK- 代 数 的 充 要 条 件 是 它 的 BCK- 余 部 是 一 个 空 
集 : 因此 ，《^%， 水， 0 > 是 一 个 真 BCI- 代 数 的 充 要 条 件 是 它 的 
BCK- 余 部 非 空 。 

Q.E。.D。 

我 们 现在 具体 来 看 一 下 了 H(zx，y) =I 冰 y。 由 定理 1 的 证 明 
知 ， 如 果 XEB(X)，yEBC(X),， 那么 I 冰 yEBC(X)。 由 定理 4 
知 ， 如 果 zEB(X),yEX- BCX), 那 么 7 冰 YEX-B(X)。 自然 
地 ， 我 们 有 下 列 问题 ， 

问题 1 如果 zEX- B(X)，yEB(X)， 那 么 z 沙 yEX-B 
(X) 吗 ? 

问题 2 如果 zEAX-BGX)，yEAX- 了 B(X)， 那 么 z 半 ?> 一 定 
属于 X 一 B(X) 码 ? 

1984 年 4 月 ， 西 北大 学 数学 系 八 〇 级 学 生 李 欣 对 问题 1 给 出 
了 肯定 回答 ， 即 有 下 列 ， 

定理 7 设 人 Xi 六 ，0) 是 一 个 BCI- 代数 。 如 果 zEX-B 
(X)，yEB(X)。 则 z 炒 yEX B(X) 。 

证 用 反 证 法 。 如 果 XEX-- BX)，y EBCX)， 
而 有 
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z 阔 yEB(X)， 
即 有 
0 天 Z 水 》， 
那么 ， 我 们 有 
0 沙 Z 委 (z 沙 y) 水 工 = (zz)A*y 


=0 水 y=0 
后 一 等 式 成 立 是 由 于 yEB()。 由 工 -5 知 ， 
0 水 =0， 
故 0 丢 z, 因 此 zEB(CX)。 这 与 “zEX- BOGX)” 的 条 件 矛 盾 。 所 
以 ，z 水 yEG 人 一 B(X) 。 Q.E.D. 
对 于 问题 2 李 欣 给 出 了 下 列 反例 ; 


例 1 设 X={0， 1,。 2。 3}, X 中 的 二 元 运算 炒 由 下 袁 
给 出 ， 


ND ~ ©iX 
Ww iso 疡 己 | 

二 所 | 一 
mo 
© co 情 


3 
则 人 % 米 ，0 > 是 一 个 BCI 一 代数 ， 且 
B(X)={0)， 人 一 B(X) =(1，2，3)。 
容易 算出 ; 四 
1 € BX), 2 € BX), 
而 1 水 2=3EB(X)) 
1 €B(X), 1*1= 0 €B(X). 
这 个 例子 说 明了 BCI 一 代数 人 洲 ，0 ) 的 BCK 一 余 部 X 一 
B(X) 对 运算 水 并 不 必 封 闭 。 
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关于 BCK 部 分 还 有 一 个 问题 ， 我 们 在 定理 2 中 讨论 了 “B 
(X) = X” 这 一 航 端的 情形 ， 那 么 另 一 个 极端 “BCX) ={0 }” 的 
情形 是 什么 呢 ? 关于 这 个 问题 ， 我 们 将 在 第 五 帝 中 进行 讨论 。 


$5 BCI- 代 数 的 各 


同 BCK- 代 数 一 样 ， 利 用 乘积 也 是 构造 新 的 BCI~- 代 数 的 一 种 
方法 。 这 一 节 中 ， 我 们 来 介绍 一 下 有 关 BCI- 代 数 乘 积 的 基本 概 
” ”BCI 一 代数 的 乘积 是 K。Iséki 在 C22] 中 引入 的 ， 即 有 下 
列 : 

定理 1 〈 民 。jlsEki，[22])。 设 人 xi 洲 1，01 和 (人 人 :3 
洲 :， 0 :> 是 两 个 BC 一 代数 ， 命 

X=X,xX,, 
洲 : zi，zz) 冰 (yiy ya2) er] (1) 
0=(0,, 0;,) 
则 <X， 炒 ，0 > 是 一 个 BCI 代 数 ， 称 为 (X 冰 :.，0 ,》 和 《X，,3 
洲 :，0 :> 的 积 BCI- 人 代数， 简称 积 代数 . 
证 显然 ，0 EX， 在 X 中 我 们 规定 
(Zi，7Z2) 委 (7y1，ya)ift(zi，zz) 六 (yy )= 0 
=(0i，0，) (2) 
公理 I-1，[i-2，I-3，]-4 可 同 定理 1 。10。1 证 明 中 验证 民 
-1， 上 -2，K-3， 上 -5 那样 去 做 。 我 们 只 要 证 明 (XI 水， 
0 > 满足 -5 。 设 (z，2y) 是 X 中 的 一 个 任意 元 素 ， 满 中 
汝 (rz，y)<0=(0,，0，)， 
或 
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《(z，3) 沙 0 =0， 
即 
(Zz，7) 沙 (01，02)=(05，0:)。 
由 《〈1)》 中 规定 的 乘法 我 们 有 
(z*1041，y 冰 30s)=(0),，0 ,) 
故我 们 有 
2Z 沙 ;10 =01， y 冰 ,0,=0,。 
由 于 《1; 冰 !:，0 ,> 和 (5 洲 :， 0 ,) 都 是 BCI- 代数 ， 从 而 
由 1-5 知 ， 
= 0,,， y=0,, 
从 而 (I，y)=(0,，0,) = 0。 所 以 《X， 冰 ，0) 满 足 l-5， 
Q.E.D. 
类 似 地 ， 我 们 可 以 定义 任意 有 限 个 BCI- 代数 的 积 代数 和 任 
意 个 BCI- 代 数 的 积 代数 。 例如， 我 们 有 下 列 ; 
定理 2 ( 注 0】 设 (X。 米 s。，0 a) (a E11) 是 一 族 BCI- 代数 ， 
其 中 I 是 指标 集 。 设 X= 了 (Xs;a ET 是 一 切 映 射 f : I->U{X。: 
a EDT 的 集合 。 使 得 f(a) EX。。 对 于 任意 的 1/，9 EX, 定义 f 闲 
9 为 : 


(f*g) (a) =f (a)*ag 0a), Va€El, | 
0 (a) = 0 0, yaE€El, } 


(3) 


则 《<X， 冰 ，0 > 是 一 个 BCI- 代 数 ， 称 为 这 一 族 BCI- 代 数 的 积 代 
数 。 
证 同样 地 ， 我 们 只 用 证 4X 阔 ，0 满足 上 -5 。 事 实 上 ， 
设 /EX， 且 
jx*0=0，、 
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则 对 于 任意 的 a EI 我 们 有 
(f*0)(a) = 0 (a) =0,, 
又 由 (3) 有 
(f*0)(a) =f (0)*s 0 (a) =f (0)*ado, 
故 得 
f(a) *s 0 。= 06, 
由 于 Xo， 六 。，0 是 一 个 BCI- 代 数 ， 满足 I_5， 故 f(a) = 
0 .， 由 于 对 于 任意 的 aE€1l1 有 f(a)= 0。 故 f=0， 
Q.E.D. 
现在 我 们 举 两 个 例子 
例 1 设 X={0，1}，X 中 的 二 元 运算 水 由 下 表 给 出 ， 


蕊 


则 <X， 米 ，0 是 一 个 真 BCI- 代 数 ， 
命 Y=XxX=X,, 
0=(0, 0), a=(0, 1), a,=(1, 0), 
as=(1, 1)., 
我 们 容易 得 到 ， 积 BCI- 代 数 《Y，; 米 ，0 的 还 法 表 为 


水 0 a da, das 
加 | 
| 
0 | 0 al a, 0 
| 
gd, | 0 as 0 a 
Gs as da, a 0， 
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例 2 设 X={0，1,2),X 中 的 二 元 运算 水 由 下 表 给 出 ;， 


沙 0 1 2 
0 0 0 2 
1 1 0 2 
2 2 2 2， 


则 <X， 米 ，0 ) 是 一 个 真 BCI- 代 数 《 用 “一 点 扩 张 ” 生 成 ). 

命 ”=XxX=X,， 记 0=(0, 0),，a!=(0，,，1), a, 
=(0, 2), d=(1, 0), a.=(1, 1), as=(1, 2), as 
=《2,，0),，a;=《2，1)，、as =(2，2)。 则 积 代数 (X; 水， 
0 > 的 乘法 表 为 : 


水 | 0 Ga as Qs Qs Qe 9 Os 
0 0 0 a, 0 0 9 de de Qs 
a a! 0 0 dad: 0 a, da, dade as 
a, ad, a, 0 a, ad, 0 a, Qs dase 
a3 da ds Gas 0 0 da, ad Qs das 
as G4 Qs Qs G 0 da, 0 de Qs 
as Gs Qs (sa GG, Gd,» 0 das das de 
ae Qe Ge da Ge Gae ds 0 0 a, 
G7 Gry (Qe Qs ad, de ds a! 0 a, 
Ga Gs Qs de ds ds .Ge a, a, 0， 


为 了 方便 起 见 ， 我 们 仍 简 记 : 
X'=XxXX.…xX. 
一 一 一 (4) 


六 
类 似 于 BCR- 代 数 的 可 积 性 概念 (cf 。 完 
们 也 可 引入 BCI- 代 数 的 可 积 性 概念 ， 
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讨 
yc 
池 


定义 1 ( 注 9 设 (X% 水 ，0> 是 任意 的 一 族 BCI- 人 代数 
{Xo 六 。，0 :a ED 的 积 代数 。 设 P 是 一 个 BCI- 代 数 的 
人 性质 。 如 果 每 个 (Xe 米 ，0 ) 具 有 性 质 P, 可 证 积 代数 (X， 水 ， 
0 > 也 具有 性 质 P。 称 P 为 一 个 可 积 性 。 反 之 ， 若 积 代数 (Xi 炒 ， 
0 > 具有 性 质 P， 而 可 证 明 每 个 BCIi 一 代数 《Xs。， 冰 。。 0 也 其 有 
性 质 P， 则 称 P 为 道 可 积 性 。 

定义 2 ( 注 92) 在 定义 1 的 条 件 下 ， 如 果 当 |1| = N .时 P 是 一 
个 可 积 性 〈 逆 可 积 性 ), 则 称 P 为 可 数 可 积 性 〈 逆 可 积 性 ) ， 而 当 
TI<S 。 时 P 是 一 个 可 积 性 〈 道 可 积 性 ) 则 称 P 为 有 限 可 积 性 〈 道 
可 积 性 ) . 

我 们 从 例 1 和 例 2 可 以 看 出 ， 如 果 《Xi 冰 ，0) 是 一 个 真 
BCI- 代 数 ， 则 《z2， 水 ，0 > 仍 是 真 BCI- 代 数 ， 一 般 地 ， 我 们 有 
下 歼 : 

定理 3 ( 注 3) “是 真 BCI- 代 数 ” 的 性 质 是 一 个 可 积 性 。 

Q 。 FT 。 

我 们 给 出 一 个 更 一 般 的 结果 : 

定理 4 ( 汪 94) 设 (X， 洲 ，0 是 一 族 BCI- 代 数 {《Xos 米 o 
0 >》 ;a ET) 的 积 代数 。 则 (Xi 米 ， 0 > 是 一 个 真 BCI- 代数 的 充 
要 条 件 是 存在 cEI， 使 (X。 水 。。 0 光 是 真 BCI- 代数 。 

证 “<=”。 不 妨 设 (Xs 水 。 0 。 是 真 BCI- 代 数 ,a €1， 
于 是 存在 za。€ 义 。， 使 

ya= 0 水 ze 关 了 。。 
合 


1(B) ={ 


Tay pb QQ, 


0s, pa, 


199 


则 /EX， 且 


Okaf (a) 二 Yas b=a, 


(0s*f) (8) -0s jo pre 


由 于 ys 二 0a。， 故 0 灯 f 基 0。 所 以 CX， 米 , 0> 是 一 个 真 BCI- 代 
多 

《一 ”。 设 (人 X， 米 ，0 > 是 一 个 真 BCI- 人 代数。 于是， 存在 了 

EX， 使 

0 冰 f 二 0、 
故 必 3cEI， 使 

(0**f) (a) #0 (a) = 0 
即 

0 水 of(a) 关 0。。 ~ 
于 是 (X. 水 。，0。》 是 一 个 真 BCI 代 数 。 
Q.E.E。 

由 定理 4 也 可 推 知 存在 无 穷 多 个 真 BCI- 代 数 。 我 们 只 要 从 一 

个 真 BCI- 代 数 X 出 发 《如 取 X, (1))， 那 么 

z X, Xl, Xs, .着 
都 是 真 BCI- 代 数 。 如 果 我 们 以 X: 表示 以 工 为 指标 集 的 ， 每 个 因 
子 赂 为 入 的 积 代数 ， 那 么 我 们 还 可 得 知 真 BCI- 代 数 的 全 体 作 成 
BCI- 代 数 类 的 一 个 真子 类 。 由 于 定理 1，3 已 经 给 出 了 这 些 结 
果 ， 我 们 克 不 在 这 里 多 述 了 。 

对 于 积 代 数 ， 我 们 在 这 里 还 需 提 出 一 个 问题 : 积 代 数 的 
BCK -部 分 是 否 各 因子 的 BCK -部 分 的 乘积 呢 ? 这 个 问题 的 回答 
是 肯定 的 ， 即 我 们 有 下 列 ; 

定理 5 (六 95)， 设 (X， 水 ，0 是 一 族 BCi- 代 数 {(Xa 
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水 s。， 0:acEI 的 积 代 数 。 则 
B(X)=1{B(X.) :aEl}. (5) 

证 因为 B(X。) 肯 是 BCK- 代 数 ， 故 HI{B(X。) : gE 也 是 
一 个 BCK -代数 .而 B(X) 是 包含 在 X 中 的 一 个 极 大 的 BCK- 代 数 ， 
从 而 

B(X) 忆 rr{B(X% : a€El}. 
另 一 方面 ， 设 1E€B(X)， 则 
0 沙 =0， 
故 vaEI 有 
0 。 阔 of (c) = (0 kW**f) (a) = 0 (a) =0,, 
即 f (a) EB(X。)。 由 于 a 是 1 中 任 一 元 案 ， 故 f EII(B(X.): 
xcET)。 
这 样 便 有 
B(X)CIIB(X,) : aET)., 
所 以 《5) 成 立 。 Q.E.D- 
还 有 许多 可 积 性 ， 我 们 将 在 以 后 陆续 给 出 ， 


$6 子 代 数 


我 们 在 定义 1。 6。4 中 曾 给 出 过 BCK- 代 数 的 子 代数 的 
里 念 ， 并且 在 第 2 并 中 对 于 子 代数 作 了 一 些 简单 的 讨论 。 现 在 ， 
我 们 来 讨论 一 下 BCI- 代 数 的 子 代 数 。 当 然 ， 它 也 是 产生 新 的 
BCI- 代 数 的 一 种 方法 。 应 当 说 明 ，“ 子 代数 ”这 一 名 称 是 KK。 
Jséki 在 [20] 中 首先 提出 来 的 。 但 是 ， 他 没有 认 真 地 去 下 这 个 定 
义 。 和 雷 天 德 在 C152 中 给 出 了 BCI- 代 数 的 子 代 数 的 定义 ， 而 且 和 做 
了 一 些 初步 的 讨论 。 下 面 给 出 的 “ 子 代数 ”的 定义 将 与 BCK- 
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代数 的 子 代数 的 定义 保持 一 致 。 

定义 1 BCI- 代 数 (X， 炒 ,0 的 子 集 Y 被 称 为 它 的 一 个 子 
代数 ， 如 果 (Y; 米 ，0 是 一 个 BCI- 代 数 。 

类 似 于 定理 .6。12，BCI- 代 数 的 子 代数 有 下 列 特征 ( 备 
天 德 在 C15J 中 以 此 作为 子 代 数 的 定义 〉: 

定理 1 BCI- 代 数 (X， 冰 ，0 ) 的 一 个 非 空子 集 Y 是 一 个 子 
代数 的 充 要 条 件 是 Y 对 运算 水 封 闭 

证 同 定 理 TI .6 .12 的 证 明 ， Q.E.D. 

在 第 二 章 8 6 中 我 们 曾 介绍 过 BCK- 代 数 的 完备 性 和 局 部 完 
备 性 。 在 BCI- 代 数 中 不 必 研 究 这 两 个 性 质 。 因 为 具有 完备 性 或 
局 部 完备 性 的 BCI- 代 数 〈 如 定义 .6.5 和 I.6.6 那样 去 定 
义 》 必 是 有 界 的 ， 从 而 它 是 可 BCK 化 的 . 这 样 , 我 们 有 下 列 
BCK 化 定理 ， 

定理 2 ( 注 %6) ”如果 BCI- 代 数 (X 冰 , 0) 具 有 完备 性 或 局 部 
完备 性 ， 则 它们 可 BCK 化 ， Q.E.D， 

下 面 我 们 举 岂 个 子 代 数 的 例子 .。 


例 1 对 于 任意 的 BCI- 代 数 ( 义 ， 水 ，0)>，{0 } 和 X 都 是 它 ” 


的 子 代数 。 

对 于 这 一 点 ， 我 们 引入 几 个 名 称 : 

定义 2 【 注 7) 设 人 和 沙 ，0 > 是 一 个 BCI- 代 数 。 我 们 称 ; 

1 ({ 0 0) 为 它 的 平凡 的 子 代数 ， 

2”ACX 为 它 的 真子 代数 ， 如 果子 代数 AzX, 或 X 一 A 
ak 

3”ACX 为 它 的 一 个 极 大 子 代数 ， 如 果 和 A 是 一 个 真子 代数 ， 
且 没 有 真子 代数 真 包含 A， 即 如 果 有 子 代数 B 汪 A, 且 B 一 A#9， 
那么 B = XX， 
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4"” AcCX 为 它 的 一 个 最 大 的 子 代数 ， 如 果 A 是 一 个 真子 代 
数 ， 且 任 一 真子 代数 BC A， 

5”ACX 为 它 的 一 个 具有 性 质 P 的 一 个 极 大 子 代 数 ， 如 果 A 
是 具有 性 质 上 的 一 个 真子 代数 ， 且 没有 一 个 具有 性 质 上 的 真子 代 
数 BDA,， 有 日 B 一 A 二 $, 

类 似 地 有 具有 性 质 P 的 一 个 最 大 子 代 数 的 概念 

我 们 再 来 看 儿 个 例子 。 

例 2 设 入 ={(0，1，2)，X 中 二 元 运算 米 由 下 表 给 出 ， 


* 2 
0 
1 
2 


DD = DD|O 
WY OO Or 
WY 


多 


则 人 X， 米 ，0 ) 是 一 个 BCI- 代 数 ， 且 {0 ，2 是 它 的 一 个 子 代 
数 ， 也 是 一 个 极 大 的 子 代数 。 

我 们 注意 ，|X)]=3,，1{0，2})|=2，2 直 3。 可见， 类 
似 于 群 论 中 的 Lagrange 定理 的 命题 在 BCI- 代 数 中 不 成 立 。 

其 次 ， 我 们 还 应 注意 ，{ 0 ， 2 } 只 是 一 个 极 大 的 子 代数 ， 而 
不 是 一 个 最 大 的 子 代数 。 因 为 {0 ， 1 } 还 是 一 个 子 代 数 。 

第 三 ， 我 们 应 注意 到 ，B(X) ={0，1), 且 {0，1} 是 XX 
中 所 包含 的 最 大 的 BCK- 代 数 (加 上 米 及 0》。 因 此 ，{0， 
1 } 是 X 的 具有 BCK 性 质 ( 即 满足 K-1 至 K-6) 的 最 大 子 代 
数 。 

这 最 后 一 点 ， 我 们 可 有 如 下 的 一 般 性 结果 ， 

定理 3 (人 。lsiki，[20])， 设 4(X， 冰 ，0) 是 一 个 真 
38CI- 代 数 ， 则 BCX) 是 它 的 具有 BCK- 性 质 的 最 大 子 代数 
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证 ”我 们 只 用 证 B(X) 是 它 的 一 个 子 代 数 ， 其 它 性 质 是 显然 
满足 的 。 由 定理 4。 1 ， 显 然 B(X) 非 空 ， 且 对 米 封 闭 ， 故 B(^) 
是 一 个 子 代数 。 

Q .FE。D， 

注 BC(X) 不 必 是 X 的 最 大 子 代 数 ， 可 见 下 列 ， 

例 3 命 BCI- 代 数 (X， 米 ，0) 为 例 2 中 所 给 出 的 BCI- 代 
数 。 设 入 为 它 的 积 代 数 〈 见 例 5。2) ， 则 


B(X*)={0 » G1 Gs G4}, 
而 X* 中 有 包含 BC(X?*) 的 真子 代数 
Si1={0,， Gis (ss 049 G2s G5s}, 


此 外 ， 人 入 * 中 还 有 子 代数 
: S,={0, as} 
根本 不 包含 在 B(X?*) 中 . z 
下 面 我 们 介绍 生成 子 代数 的 几 个 结果 。1984 年 4 月， 西北 大 
学 数学 系 八 〇 级 学 生 李 金龙 得 到 了 下 列 结果 
定理 4 设 从 5 洲 ，0》> 是 一 个 BCI- 代 数 。 对 于 任意 的 C 
所 信 ， 记 
Xc={7zk*c:TEX), 
天 Xc 是 X 的 一 个 子 代数 . 
证 显然 ,集合 Xc 是 X 的 一 个 非 空子 集 。 现 在 ， 为 证 Xc 是 X 
的 一 个 子 代 数 ， 据 定理 1 ， 只 要 证 Xc 对 运算 米 封闭 即 可 。 
六 7 ， y2 EXc， 由 Xec 的 定义 知 ，3zi，xzy EX， 使 
y1=7i*c, y= 工 ,站 c。 
于 是 ， 我 们 有 : 
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1 沙 yz = (Ti1 冰 0) 米 (7x, 六 0) . 
= (zi 冰 (zs 冰 c)) 冰 cE Xe 
因此 ， 集 合 Xc 对 运算 米 封 闭 ， 从 而 和 Xc< 是 和 的 一 个 子 代数 。 
Q.E.D: 
对 这 个 结果 我 们 作 如 下 几 点 说 明 : 
注 1 从 BCI- 代 数 (X 水 。0 > 的 乘法 表 来 看 ,集合 Xc 正 是 
元 素 C 所 在 列 中 出 现 的 元 素 作 成 的 集合 。 因 此 ， 我 们 可 以 说 ， 
BCI- 代 数 的 乘法 表 中 每 一 列 元 素 作 成 之 集 是 它 的 一 个 子 代数 ， 
注 2 从 定理 4 的 证 明 可 以 看 出 ， 这 个 结果 对 于 BCK 一 代 
数 也 成 立 而 且 对 于 我 们 将 在 第 七 章 中 介绍 的 BCH- 代 数 也 是 成 
立 的 ; 
1984 年 4 月 ， 作 者 和 李 欣 一 起 得 到 了 下 列 简单 而 有 趣 的 结 
本 : 
定理 5 ( 注 %8) 设 (X， 水 ，0 是 一 个 BCK- 代 数 ，a€ X， 
Y=XU{e}，(Y， 水 , 0 ) 是 X 的 一 点 扩张 。 则 (Y 一 B(Y)U{ 0} 
是 Y 的 一 个 子 代 数 ， 
证 因为 (Y 一 B(Y))U(0}={0，a)}, 而 
a 冰 G= 0， G 冰 0 =a, 
0 ka=a, 0 沙 0=10。 
故 (Y 一 B(Y))U40} 是 对 运算 水 封闭 的 一 个 非 空 集合 ， 因 此 它 是 
Y 了 的 一 个 子 代 数 。 z 
注 一 般 地 ， 对 于 任意 的 BCI- 代 数 (X，; 冰 ，0) 和 集合 (X-~B 
(XX))040 }) 不 必 是 的 一 个 子 代数 ， 可 见 下 列 例子 ， 
例 5 设 X={0，1，2，3),，X 中 的 二 元 运算 冰 由 下 起 
给 出 ; 
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炒 3 
0 0 0 3 3 
1 1 0 3 2 
2 2 3 0 1 
3 3 3 0 0， 


则 <X， 冰 ，0 ) 是 一 个 真 BCI- 代 数 ， 且 
(X- BX)U(O0}=40, 2，3}. 
由 于 2 冰 3= 1€(X-B(X))U(0), 故 集合 (X-B(X))U{0} 
不 是 X 的 一 个 子 代数 . 
为 了 方便 起 见 ， 我 们 在 这 里 引入 下 列 记 号 : 
定义 3 ( 注 39) 设 以 ， 冰 ，0) 是 一 个 BCI- 代 数 ， 记 
L(X)=(X- B(X))U{O}. 

在 例 5 中 ，L(X)={0，2，3), 而 定理 5 则 说， 如 果 
《Y， 米 ，0 ) 是 BCK- 代 数 《X， 闲 ，0) 的 一 点 扩张 ,那么 L(Y) 一 
定 是 了 的 一 个 子 代数 。 以 后 , 我 们 对 L(X) 还 要 作 一 些 讨论 ;而 在 
第 五 章 中 我 们 还 要 讨论 由 此 而 引入 的 一 类 BCI- 代 数 . 

在 定义 1。3 中 我 们 介绍 过 BCI- 代 数 的 同 态 和 和 同 构 概 念 。 这 
些 概念 与 子 代 数 有 什么 关系 呢 ? 下 面 几 个 结果 给 出 这 个 关系 。 

定理 6 〈( 雷 天 德 ，C153) 。 设 /是 BCL- 代数 〈X 炒 1， 
0 到 BCI- 代数 《X。 沙 :，02:》> 的 一 个 同 态 映 射 ， 则 Ker(f) 
是 和 :的 一 个 子 代数 。 

证 显然 ，0 EKer ( 门 。 设 ziyyiERKRer(Cf) . 因 太 zi 水 1y1) 
=F(zU) 沙 :fy =0: 沙 :0 =0s, 故 zT 冰 1y1 EKer(f])。 所 以 ， 
Ker (站 是 :的 一 个 子 代 数 。 

QE.D. 
定理 7  《〈 雷 天 德 [15]) ， 设 / 是 BCL- 代 数 从 :水 1，0 1 
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到 BCI- 代 数 (X,， 冰 ，，0,) 的 一 个 同 态 映射 ，5 1 是 入 ,的 一 个 二 
代数 ， 则 S,= CS 是 X， 的 一 个 子 代数 。 
证 因 S, 是 X 的 一 个 子 代 数 ， 故 01.€3,。 由 引 理 1 "1 
知 ， 
0: =f(01) EfCS1) = 5,. 
设 z:，y;* 是 Ss, 中 的 任 三 元 , 任 取 X21:，y1€5S1， 使 
rt, =f (x1), ys =f(y1). 
由 于 f 是 一 个 同 态 ， 故 
f (Tu*191) =f (Tk (1) =7,*, ys 
因此 z: 沙 :yzES，。 Q.E.D. 
定理 8 《和 志 天 德 (15])。 设 /是 BCI- 代 数 ( 人 xi 水, 
0 到 BCI- 代 数 〈 和 :水 :，02:> 上 的 一 个 同 态 映 射 ， 5， 是 和 :的 
一 个 子 代数 ， 则 
S1= {7, EX 7) ES,} 
是 入 :的 一 个 子 代数 。 
证 因为 :是 和 ,的 一 个 子 代数 ， 故 0:ES:。 由 于 f(0,) 
=0,， 因 此 0 ,E51。 设 7?，,，y 1 是 5S, 中 的 任意 两 个 元 素 ， 则 
f (zu*1y1) =f (71)x*f (yy) ES,, 
故 工 六 1:y1ESi。 Q.E.D. 
在 同 构 对 应 下 我 们 有 下 列 较 强 的 一 个 结果 : 
定理 9 ( 注 100) 设 f 是 BCI- 代 数 《X,， 水 :，0 1) 到 《X，,; 
水 :，0,> 上 的 一 个 同 构 对 应 ， 则 
ftB(X1)I) = B(X,), fCB(X,)) = B(X,). 
(1) 
证 由 于 《BGA 水 ,，， 0 是 BCK- 人 代数， 故 《FCB 
(X12 水 :，0 :也 是 一 个 BCK- 人 代数， 因此 JJKCB(X DISB 
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(X,) 。 由 手 广 ! 亦 是 一 个 园 构 ， 故 了-:CB(X,))CB(X,)。 妇 此 
有 (1) 成 立 。 Q.E.D. 
对 于 积 代数 的 子 代 数 我 们 有 下 列 结 果 ， 
定理 10( 注 101) 设 人 (Xi 冰 ，0) 是 一 有 族 {CXo 冰 s，0a> :CQ 
ED 的 积 代 数 ， 则 有 : 
1 ) 若 A 是 X 的 子 代数 ， 那 么 对 于 任意 的 a €1， 
As= {f(a):f EA} (2) 
是 X。 的 一 个 子 代数 。 
2 ) 若 A。 是 X 的 一 个 子 代 数 ，awEIT, 那 么 A=IIAo:acEI 是 
.XX 的 一 个 子 代数 . z 
证 1) 设 A 是 X 的 一 个 子 代 数 ， 则 0 EA， 故 va EJ 
0s= 0 (a) EA,. 
设 z，y 是 A。 的 任 二 元 素 ， 则 3f，g EA， 使 
f (a) =z, 9(a) = y。 
于 是 
(f *g) (a) =f (0)*ag (a) =z*oy, 
由 于 A 是 XX 的 一 个 子 代数 ， 故 f 冰 gE A， 因 此 zx 冰 ,y€E Aa, 所 以 
A。 是 一 个 子 代数 。 
2 ) 设 对 于 每 个 cEI，A。 是 Xe。 的 一 个 子 代 数 。 则 A= 工 
{ 姑 :acET 是 X 的 一 个 子 集 。 
因为 每 个 A- 是 和 -的 一 个 子 代 数 ， 所 以 0-EA.， 故 0 
ECA, 
设 /，g 是 A 中 任 二 元 素 .。 vd ET， 
(f/f*g) (a) = 了 (x)p*.g (a)。 
由 于 /EA，g€A， 故 f(a)，g(a) EA。。 因 A。s 是 X, 的 一 个 子 
代数 ， 故 (Qa) 冰 9(a) EA。， 从 而 (f 冰 9)(a)€ A。 所 以 f 冰 g 
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EA， 
Q -上 。D， 
定理 11{ 注 102) ” 设 (X， 冰 ，0) 是 一 族 BCI- 代 数 {《Xa 
洲 o 0 .0 QE 的 积 代数 ， 则 有 : 者 A 是 X* 的 一 个 极 大 《最 大 ) 
的 子 代数 ， 那 么 对 于 任意 的 <El， 
As= (Fo :FE 人 zx 所 
是 六 。 的 一 个 极 大 〔〈 最 大 ) 的 子 代数 。 
证 ”只 用 对 极 大 性 证 明 , 最 大 性 可 类 似 地 证 明 . 设 A 是 XX 的 一 
个 极 大 的 子 代 数 。 由 定理 10， 则 每 个 A。 是 和 。 的 一 个 子 代 数 。 现 
要 证 Au。 是 极 天 的 。 我们 用 反 证 法 ， 假 定 有 一 个 A。 不 是 Xs 的 一 
个 极 大 的 子 代 数 ， 故 存在 X。 的 一 个 真子 代数 B。， 使 B。 真 包含 
As， 命 
A’ =I1{Bs:p E17}, 
其 中 
{” p=a, 
‘As, b+Aa, 
则 A/’ 是 和 的 一 个 真子 代数 ， 且 真 包 含 A。 这 与 A 的 极 大 性 矛 


Bg = 


Q.E.D. 
注 着 A 是 X。 的 极 大 子 代数 ， 不 能 推出 A=I{A。iaED) 是 
极 大 子 代数 。 可 见 下 例 。 
例 6 了 到 X,(D， 则 {0 ?是 X:(D 的 一 个 极 大 子 代 数 . 但 (0 》 
= 《4(0，0)}) 只 是 X, (1) x 关 (ID 的 一 个 子 代数 ， 而 不 是 它 的 极 
大 子 代数 。 因 
‘10, 17x{0}={(0, 0), (1, 0))} 
是 六, (1) xX:(D 的 一 个 真子 代数 ， 且 包含 {(0，0 )}》， 
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下 面 我 们 来 讨论 一 下 极 大 子 代数 的 存在 性 问题 。 我 们 先 给 出 
一 个 引 理 。 
引 理 1 ( 注 103) 设 (X 水 ，0 是 一 个 BCLI- 代 数 。 设 {A。: 
caE 了 是 一 族 子 代数 ， 且 可 排 为 
ACACCAC., aEl. (3) 
则 U 《AciaEDD 是 X 的 一 个 子 代数 。 
证 显然 ，0 EAoCU{A:aET}. 
设 7，y 是 U{A。tiaE1) 的 任意 两 个 元 素 , 则 存在 As, Aala， 
BED， 鸽 
Z 和 Au， yE Asg. 
由 于 条 件 (3 ) 。 不 妨 设 AcC As， 则 z，yEAps。 从 而 z 洲 yE 
As。 故 
7z 阔 yEU{A:acETl。 Q 上,D.， 
定理 12( 注 104) 设 尺 ; 洲 ，0》 是 一 个 BCI- 人 代数， 是 
X 的 一 切 真 子 代数 作成 的 集合 (以 后 记 为 .x (X))〉 ， 如 果 满 足 条 
件 
XN—Ux (X) + (4) 
则 在 承认 选择 公理 的 条 件 下 对 于 X 的 每 个 真子 代数 可 扩充 为 X 的 
一 个 极 大 的 子 代数 。 
证 设 A。 是 ^ 的 任 一 真子 代数 。 命 .w (X，Au) 为 中 包含 
A 的 一 切 真 子 代数 作成 的 集合 。 在 .x (X，Au。) 中 任 取 形 如 (3 ) 
的 一 个 链 ， 则 U {A :aEl}Ewxy(X，A,)。 事实 FF， 引 理 1 给 
出 ，U (A。: aE 了) 是 一 个 子 代数 ， 由 于 (4) ，U{A。 :aEl) 
是 一 个 真子 代数 。 这 样 ， 在 .x ( 义 ，A,) 中 每 个 链 (3) 必 有 上 
界 ， 玻 .x (X，A,) 中 有 极 大 元 。 因 此 A 可 扩充 为 X 的 一 个 极 大 
的 子 代数 。 Q.E.D. 
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注 ” 这 个 证 明 中 用 到 了 选择 公理 的 一 个 等 价 命题 一 一 极 大 原 
理 . 

在 本 节 的 最 后 ， 我 们 再 引入 一 个 概念 。 

定义 4 (和 注 105] 如果 任 意 的 一 个 BCI- 代 数 《X， 灯 , 0> 具 有 
性 质 中 ， 能 证 明 它 的 每 个 子 代数 也 具有 性 质 P， 则 称 P 为 一 个 遗传 
性 ; 如果 能 证 明 和 的 每 个 子 集 也 具有 性 质 上 PE。 则 称 了 为 BCI- 代 
数 的 一 个 强 遗 传 性 ， 

BCI- 代 数 具 有 哪些 遗传 性 和 强 遗 传 性 的 问题 ， 以 后 各 章 节 
将 有 所 讨论 ， 也 欢迎 读者 进行 讨论 。 还 有 一 点 需要 说 明 ， 本 节 中 
的 一 些 结 果 和 概念 可 完全 述 于 BCK- 代 数 中 ， 这 里 不 一 一 详 述 
了 ， 读 者 可 自行 练习 。 


$7 并 代数 

在 BCK- 代 数理 论 中 有 并 代数 的 概念 ， 定 理工 ,11. 1 给 出 了 
一 族 BCK- 代 数 的 并 代数 。 自 然 应 当 提 出 下 列 ， 

问题 1 可否 类 似 于 定理 ,11.。 1 那样 定义 一 族 BCI- 代 数 
的 并 代数 呢 ? 

这 个 问题 是 说 ， 如 果 {(X。 米 ，0 us :a ED 是 一 族 BCI 一 代 
数 ， 其 中 工 是 一 个 非 空 指标 集合 ， 且 0。= 0 ，vaeEI，X,nXi = 
{0》，5 关 17， 命 

有 = 人 Xeo:cETI)， 
Z 冰 sy， 当 z，yE 同 一 个 X。， | 
上 
当 z, > 不 属于 同一 个 X。， 
那么 ( 闪 f 炒 ， 9) 是 一 个 BCL 代 天 四? 
这 个 问题 的 回答 是 否定 的 ， 可 见 下 列 ， 


水 
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例 1 设 又 ， ={0， a}, X ,中 的 二 元 运算 米 :由 下 表 给 出 ; 


x*! | 0 a 
0 0 a 
a a 0， 


则 《Xi， 洲 :，0) 是 一 个 真 BCI- 代 数 ， 
设 X,= {0 ，46，c}，X, 中 的 二 元 运算 阔 , 由 下 表 给 出 ， 


冰 。 0 5b ce 
0 0 0 5C 
b b 0 qc 
C CCc 0， 


则 《XX,， 冰 ,，0) 是 一 个 真 BCI- 代 数 . 

利用 (1 ) 可 以 生成 一 个 (2，0) 型 代数 (X， 冰 ，0),， 其 
中 ， X={0，a,，6，c}， 而 X 中 的 二 元 运算 炒 实 际 上 可 由 下 过 给 
出 ， 


六 0 a br 
0 0 a 0 cc 
a a 0 a a 
b b b 0 ce 
c Ce co 0., 


但 是 ，《〈X 水 ，0 > 并 不 是 一 个 BCI- 人 代数。 事实 上 ， 由 于 
(a 米 (akc)) 水 c= (a 冰 a) 冰 c= 0 冰 c=cz 0， 
故 1 一 2 不 成 立 . 
这 个 例子 说 明了 ， 按 《1〉 那样 引入 BCI- 代数 的 并 代数 是 
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行 不 道 的。 这 样 ， 就 产生 了 下 列 自然 提出 的 问题 ; 

问题 2 (二 106) ”在 BCI- 代 数理 论 中 可 否 引 入 并 代数 的 概 
念 ? 也 就 是 说 ， 对 于 任意 的 一 族 BCI- 代 数 ， 可 否 较 自然 地 引入 
它们 的 并 代数 ? 

据 作者 所 知 ， 这 个 问题 至 今 没 有 完全 解决 。 作 者 认为 ， 有 >》 
趣 的 读者 可 以 考虑 这 个 问题 。 毫 无 疑问 ， 如 果 能 够 引入 一 种 自然 
的 并 代数 ， 那 么 对 于 构造 新 的 BCI- 代 数 会 起 到 一 定 的 作用 。 

1984 年 4 月 ， 西 北大 学 数学 系 八 〇 级 学 生 李 欣 提出 了 一 个 
BCK- 代 数 和 一 个 BCI- 代 数 的 并 代数 的 构造 方法 ， 即 有 下 列 ; 

定理 1 设 (X,， 沙 ,0 是 一 个 BCK- 代数 , 而 (Xs 水, 
0 > 是 一 个 BCI- 代 数 。 命 


及 = 不 ， 
而 和 中 的 二 元 运算 米 如 下 地 给 出 ; 
/ZT 冰 1Y， zx, YEX,, 
Z 沙 :3 rT, YEA,, 
Z 阔 = 42， TEAXA,, yEX,, (2) 
0 kk,>， rEAlI，yEX,，yz 0， 
72， ZE 上 XI，yGX，yY= 0。 


则 《XX，; 米 ，0 > 是 一 个 BCI- 代 数 。 
在 证 明 这 个 定理 以 前 ， 我 们 先 来 看 一 下 由 《2 ) 给 出 的 乘法 
表 的 特点 。 不 妨 设 
XI={0, ..., a, 本 
入 =({0，…，pD， 
则 
KR={0, 4, .…， b, …}， 
而 人 入 中 的 三 元 运算 水 产生 如 下 的 乘法 表 ; 
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“| 区 
Lee 
Q 
Sr 


0 0 0 水 :2 
al 0 0 籼 0 水 ,b 
二 
bl! 6b b 0 


表 中 虚线 所 围 部 分 分 别 与 X,; 及 X, 的 乘法 表 中 相应 部 分 相同 。 下 
面 我 们 给 出 这 个 定理 的 证 明 。 

证 分 作 两 步 来 证 。 

第 一 步 验证 《2 ) 中 给 出 的 运算 米 的 合理 性 。 

(1) 当 z=y=0 时 ， 可 以 算出 ， 


0 ， r=y= 0 CEA, 
0 ， T=y=0 EAXA,, 
Z 水 》 = 
1?， Z=0EGEX,，y=0EAXi 
0 ， Z=06EAXI，7yYEX:y=0。 


(2) 当 Z=0， 而 yy 到 0 时 。 
如 果 yEA^i， 那 么 


z 沙 y={ 
“0， r=0€EX,., 


如 果 y€E XX,, 那么 


0 kk,y， rEX,, 
0p,y，X EX, 


(3) 当 X0， 放 y=0。 


zx*y={ 


214 


如 有 果 ZE 人 1， 那么 


尼 9 YEX,, 
sky = yEAXA,., 
1zE 人 和， 那么 
并 9 yyE 人 入 1 
I < 
*y XT, yEX,. 


第 二 步 ， 我 们 来 验证 《<X， 米 ，0 > 满足 BCI- 代数 的 五 条 公 


(1) 证 满足 1 一 5， 
设 z 米 0 = 0。 由 第 一 步 易 知 成 立 
Z 阔 0 =7， FZEAX。 
故 由 已 知 条 件 可 知 
0 =2Z 六 0 =x。 
因此 ， 工 -5 成 立 ， 
《2) 证 满足 1-4， 
设 z，yE€X， 满 足 x 冰 y=y 冰 rz =0。 现 欲 证 7 =y。 分 成 以 
下 几 种 情形 ， 
1” 当 x,yEX, 时 ， 显 然 有 X=y. 
2” 当 zyy6E 人 时， 显然 也 有 xz = y。 
3” 当 XEXA,，yEX, 时， 由 (2 ) 可 知 
Z 水 ?了 = 2Z， 
且 已 知 z 洲 y=0， 故 zx=0。 而 
0 =y 冰 z=y 冰 0 =y。 
所 以 ， 此 时 有 X= y。 
4” 对 于 rxEX!,，y EX, 的 情形 同样 可 证 ， 


因此 ， 工 -4 成 立 . 
(3) 证 I-3 满 足 。 
显然 ， 由 《2 ) 易 知 ，FzEX 有 zz 水 Z= 0 。 
《4) 证 满足 I-2。 
如 果 xzCX,， 则 有 
(Z 沙 Z) 冰 yy=0 水 y=0， yE€X， 


(zk(z 水 )) 闵 y= 人 0， yEX,. 


如 果 XEX， 那么 有 


(XT 次 (7 水 y)) 冰 y= 
0 ， yEX, 
| kD ky = 0 ky 0 yEX,,y=0, 


《TX 冰 (0 冰 y)) 冰 y=(0 六 (0 六 y)) 冰 y= 0 ， yE 和 ,yy 头 0。 


所 以 ， 和 满足 I-2。 
《5 ) 证 满足 1- 1 。 我 们 分 以 下 几 种 情形 分 别 验证 之 : 
1” 当 z，y，2 皆 不 等 于 (0 。 
如 果 xEX， 则 有 
0 ， y，2 和 从， 
(0 水 多 水 (0 洲 z)) 阔 (2z 阔 入 
= 0， YY》 2EX,, 
《0 沙沙 (人 Z 阔 2z)) 阔 (0 阔 久 
《(ZX 水 y》) 冰 (XY 冰 2)) 冰 (z 六 >) = =《0 阔 y) 沙 (0 水 y) = 0， 
yET,, ZEX,, 
| (C(x 米 y) 炒 (0 冰 z2)) 冰 z 
=(〈《0 六 (0 沙 z)) 沙 z=0， 
yEXI, zEX,., 
如果 xzEX,， 则 有 
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r《(z 冰 7) 冰 (2z 冰 >) 
= 0 水 (z 水 y) = 0 > 


yy 2 和 入 1， 
0 ， yy, 2E€EX,, 
((ZX 冰 》) 亲 (Zz 冰 2)) 冰 (z 冰 7) = (Zz 沙 (z 水 2)) 阔 z= 0， 
| yEXI, zEX,, z 


((ZI 冰 y) 冰 7T) 冰 (0 水 y) 
= (0 冰 y) 米 (0 冰 y)=0， 
YEXA,, 2ZEX, 
2 当 7X=y=z=0 时， 显然 有 
((x 冰 》) 六 (x 冰 2z)) 闲 (z 冰 y) = 0 。 
3 当 7z=y=0，z 大 0， 则 有 
《0 水 0) 冰 z=0， ZX, 


((z 冰 y) 冰 (zx 炒 z) 米 (z 冰 yy) -| (0 冰 (0 冰 2z)) 冰 2=0 i 
2 2 和 8 


4” 当 z=z=0,，y 天 0 时 有 


4(0 米 y) 阔 0) 冰 (0 炒作 


=0， yEX,, 
《(CZ 沙 y) 冰 (z 沙 z)) 洲 (z 阔 y = ((0 沙 y) 阔 0) 六 (0 沙 y) 
= 0， yEX,, 
5° 当 y=z=0， Zz 关 0 时 有 
((z 亲 0) 灯 (zx 冰 0)) 冰 0 
， = 0， ZE 入 1， 
((Zz 冰 切 阔 (z 沙 z)) 阔 (z 阔 y) = ((zZ 沙 0 ) 洲 (z 阔 0)) 米 0 
=0， ZEGX:。 
6” 当 z=0，,，y，, zc 0 了 时 有 
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0 ， JJ z€X,, 
0 ， y, ZEXL, 
((0 阔 y) 阔 (0 水 z)) 阔 z 
= (0 冰 (0 冰 2z)) 冰 z= 0， 
((z 水 ?水 (Z 米 z)) 冰 (《z 阔 y) = yEXI，zE 人 2， 
((0 米 y) 沙 (0 米 z)) 
炒 (0 阔 y) =((0 米 y) 水 0 ) 
沙 4 人 0 水 y) = 0， 
yEX,, ZEXL, 
7。 当 y=0，z，z#0 时 有 
0 ， Z，2ZE 和 1， 
0 ， TX, ZEAX,, 
((z 炒 0) 阔 (0 炒 z2)) 冰 (2z 水 0) 
= (Xx 冰 (0 冰 2)) 处 2 
Cz 冰 六 (x 六 z)) 闵 (2 闵 )=1 = (0 炒 (0 冰 2)) 北 2=0， 
TEXI, ZEX,, 
((zZ 米 0 ) 阔 并) 水 z 
=0 六 2=0， 
TEX,, ZEX1, 
8” 当 z=0，xz，y<0 时 有 


0 ， Z，yGA 人 1 
0 ， r, YEAX,, 

((0 冰 y) 亲 7) 水 (0 水 了 ) 

=(0 洲 y) 水 4 人 0 阔 y) 

《(z 炒 7) 水 (Z 沙 2) 水 (z 沙 y) = = 0， 

TEXI, YEGA2， 

' (x 冰 T) 冰 (0 冰 y) = 0 水 0 
=0, XEN,, yEXL., 
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这 样 ，X 总 是 满足 1-. 

综 上 ,，《X， 炒 ，0 ) 是 一 个 BCI- 代 数 。 Q.:E.D。， 

注 为 了 方便 起 见 ， 我 们 以 后 把 用 (2 ) 定义 的 一 个 BCK- 
代数 和 一 个 BCI- 代 数 的 并 代数 称 为 按 LX 意义 的 并 代数 。 值 得 注 
意 的 是 ， 如 果 在 定理 1 中 ，X ,和 X, 都 是 BCK- 代数 时 ， 它 们 按 
(2) 定义 的 《LX》 并 代数 仍 是 一 个 BCK- 代数 ， 但 是 与 它们 
的 并 代数 〈 按 定理 Il11'1) 不 必 相 同 。 因 此 ， 对 于 BCK- 代 
数 来 讲 ， 这 给 出 了 一 种 新 的 并 代数 。 不 过 ， 从 这 个 意义 上 来 讲 ， 
(LX) 并 代数 并 不 是 BCK- 代 数 的 并 代数 在 BCI- 代 数 中 的 一 种 
推广 。 所以， 我 们 并 不 认为 这 是 一 种 理想 的 构造 并 代数 的 方法 ，。 


$8 BCI- 代 数 的 理想 


我 们 在 第 二 章 8 8 介绍 过 BCK- 代数 的 理想 。BCI- 代数 理 
论 中 也 可 引入 理想 概念 。 我 们 在 这 里 作 初 步 的 介绍 。 
1 。 理 想 的 概念 
BCI- 代 数 的 理想 是 由 K。lséki 在 [20] 中 引入 的 ， 即 有 下 
列 : 
定义 1 设 (X， 米 ， 0 > 是 一 个 BCI- 代 数 。X 的 一 个 非 空子 
集 A 被 称 为 一 个 理想 ， 如 果 它 满足 ， 
0 EA。 (1) 
TEA, yx*XTEA=>yEA. C2) 
例 1 对 于 任意 的 BCI- 代 数 (X， 冰 。0 ，》，{ 0 } 和 XX 都 是 这 
个 BCI- 代 数 的 理想 。{ 0 } 被 称 为 它 的 平凡 理想 。 
对 于 一 个 极端 的 情形 ， 我 们 给 出 下 列 ， 
定义 2 ( 注 107) ”如 果 BCI- 代 数 (X， 洲 ， 0 ) 除 了 { 0 } 和 XX 外 
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没有 其 它 的 理想 ， 那 么 称 它 为 单 BCI- 代 数 。 和 否则 ， 称 为 非 单 
BCI- 代 数 。 单 代数 又 被 称 为 具有 单 性 的 。 

例 2 和 六， (1》 是 一 个 单 BCI- 代 数 ， 

例 3 设 X={0，1，2，3},，X 中 的 二 元 运算 冰 由 十 表 
给 出 ; 


水 | 0 1] 2 3 


DD 
hu co io 
OO ww 


0| 0 
1| 1 
2| 2 
3| 3 , 
则 《<X， 冰 ，0 ) 是 一 个 真 BCI- 代数 , 且 是 非 单 的 ， 因 为 {0 ， 2 } 
是 它 的 一 个 理想 。 
定义 3 ( 注 108) BCI 代数 (x， 水 ，0 > 的 一 个 理想 A 是 XX 的 
一 个 真子 集 ， 则 称 之 为 一 个 真理 想 。 
定义 4[ 注 109) BCI- 代数 《X， 冰 ，0 > 的 一 切 理想 作成 的 集 
合 记 为 ID (X) 。 
显然 ， 有 以 下 易 知 的 事实 ， 
ID(X)CP(X), (3) 
2 <|IID(X)|<IP(X)|. (4) 
在 第 二 章 8 8 中 我 们 曾经 指出 ， 对 于 BCK- 代 数 来 说 ， 上 面 
的 不 等 式 两 边 的 等 号 都 是 可 以 取得 的 ， 例 2 可 以 说 明 ， 《4 ) 中 
第 一 个 不 等 号 中 可 以 取得 等 号 ， 这 是 一 个 真 BCI- 代 数 的 例子 。 
那么 是 否 存在 一 个 真 BCI- 代 数 (X， 炒 ，0》, 使 ID(CX)1 = 
|PCX)1 呢 ? 在 回答 这 个 问题 之 前 ， 我 们 先 给 出 下 列 两 个 结 末 ， 
定理 1 (K。jséki，[520]) 。 每 个 BCI- 人 代数 (X; 0 ) 
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的 BCK- 部 分 B(X) 是 一 个 理想 。 
证 显然 ，0 EB(X)。 设 zEB(X)，?y 六 zEB(CX)。 则 
0 三 T7。 0 和 y 水 T。 
据 第 一 个 不 等 式 及 定理 2 .1 的 1》， 我 们 有 
0 委 y 水 Z 委 yy 水 0 =y， 
即 有 0 三 y， 故 yEB(X)。 因 为 BC(X) 是 一 个 理想 。 
Q.E.D. 

定理 2 ( 注 110)” 设 (X; 沙 ，0 》 是 一 个 BCI- 代 数 。 则 《B 
(%) 水 ，0》>《 作 为 一 个 BCK-- 代 数 ) 的 每 个 理想 A 是 X 的 一 个 
理想 。 

证 ”出 于 A 是 B(X) 的 一 个 理想 ， 因 此 A 是 B(X) 的 一 个 非 空 
于 集 ， 而 BC(X) 刁 XX， 故 A 是 X 的 一 个 非 空 子 集 。 由 于 0 EA， 故 
(1) 满足 。 设 TEA,y 冰 TEA, 其 中 yEX。 于是, TE BC(X)， 
y》 阔 TCB(X)。 由 于 定理 1,yEBC(X)。 这 样 ,在 (B(X); 冰 ，0> 
中 ， 由 于 和 A 是 一 个 理想 , 放 XZEA，y 冰 TEA 二 >yEA. 

Q.E.D. 
现在 ， 我 们 来 回答 定理 1 前 提出 的 那个 问题 ， 即 有 下 列 ; 
定理 3( 注 111】 存在 一 个 真 BC 坟 代 数 人 和， 水，0>， 使 

1D(CX) = IP(X)I. (5) 
证 由 定理 I，8。1 我 们 知道 ， 我 们 可 以 构造 一 个 BCK- 代 
数 CY， 人 ，0>， 使 
HD(Y) = IP OCOD), 
且 
[1Y| = $ 6。 
我 们 将 <Y， 人 ， 0>》“ 一 点 扩张 ?”， 生 成 一 个 真 BCI- 代数 《X， 
关 ，07>。 
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这 个 真 BCI- 代 数 满足 要 求 (5 ) 。 事 实 上 ， 由 定理 2 我 们 

有 : 
ID(Y)EID(X)CP(X), 
但 是 ，{X| = [YL ， 故 
IPCY)| = IIDCY)| 1D IPCX) = IPCOY)I. 

所 以 (5) 成 立 。 Q.:E.D. 

这 样 ， 我 们 有 下 列 : 

定理 4 ( 注 112) 对 于 任意 的 BCI- 代 数 人 < 水 ，07 成 立 


2 |ID(X)| < IP(X)|, (4) 
其 中 两 边 不 等 式 中 的 等 号 不 能 除去 。 Q .下 .D。 
2 .理想 的 性 质 


BCI~ 代 数 的 理想 有 以 下 一 系列 的 性 质 ( 其 中 有 许多 是 BCK- 
代数 的 理想 也 具有 的 性 质 ， 且 第 二 章 没 有 给 出 ， 读 者 可 自行 去 验 . 
证 ， 我 们 在 这 里 不 一 一 注 明 了 ) 。 

定理 5( 注 113) ” 设 A 是 BCI- 代 数 (X， 沙 ，0 ) 的 一 个 理想 ， 
ZEA，y 和 7z， 则 yEA， 从 而 初始 段 

Arz)=1yEX，y<7Z)CA， (5) 

证 同 定理 I.8 .3 一样 地 证 明 。 QE.D. 

注 定理 5 中 作者 引入 了 BCI- 代 数 的 初始 段 的 概念 。 注 意 ， 
Vz EX，0 不必 属 于 A(r)。 所 以 A(z) 一 般 地 不 必 是 一 个 理想 ， 
也 不 必 是 一 个 子 代数 。 如 果 0 EA(z)， 则 0 和 rz， 故 zEB(X) 。 
此 时 ， 如 果 yEA(r)， 则 y+， 从 而 y 冰 z= 0 EB(X)， 由 定理 
1， 则 yEB(GX), 故 AGz)EB(X)。 这 就 变 成 了 BC 有 K-- 代 数 的 初 
始 段 了 . 

由 定理 5 可 知 成 立 下 列 ， 

推论 (114 设 A 是 BCI- 代 数 (X 米 ，0 >》 的 一 个 理想 ， 
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则 
A=U{A(z) :rEA}. Q.E.e.D. (6) 

这 里 有 一 个 问题 要 注意 ，BCI- 代数 的 一 个 理想 不 必 是 它 的 
一 个 子 代数 ， 而 且 一 个 子 代 数 也 不 必 是 它 的 一 个 理想 ， 可 见 以 下 
二 例 ; 

例 4 设 Q* 表 示 一 切 非 零 有 理 数 作成 的 集合 ， 则 《<Q*， 二 ， 
1 > 是 一 个 BCI- 代 数 ，Z* 表示 一 切 非 零 整 数 作成 的 集合 、 风 2* 
是 人 (Q*#; =，1 > 的 一 个 理想 ， 但 C# 不 是 一 个 子 代数 ， 因 2Z* 对 + 
不 封闭 ， 

例 5 设 和 ={10，1，2，3}，X 中 的 二 元 运算 炒 由 下 表 


则 《 闪 ， 米 ， 0 3 是 一 个 BCK- 代 数 ( 从 而 也 是 一 个 BCI- 代 数 ). 
A = {0，1} 是 它 的 一 个 于 代数 ， 但 不 是 一 个 理 想 ， 因 1 € A， 
2 沙 11=1TEA， 但 2EA。 

定理 6 ( 注 115) 设 以 ; 冰 ，0) 是 一 个 BCI- 代 数 A 是 X 
的 一 个 理想 ， 且 是 XX 的 一 个 子 代 数 ，DC A。 则 D 是 X 的 一 个 理想 
的 充 要 条 件 是 D 是 A 的 一 个 理想 ，。 

证 “二 ”。 设 D 是 X 的 一 个 理想 , 故 0ED， 设 zED， 
3y 沙 ZED， 其 中 yEA。 由 于 yEAERXR， 而 D 是 X 的 一 个 理想 ， 
图 yED。 

“=”。 由 于 A 是 XX 的 一 个 理想 ， 故 0 EA， 又 因 了 是 A 的 
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一 个 理想 ， 因 此 ，0 ED.。 设 zED，y 水 zED， 其 中 yE 和 人 。 由 
于 DCA， 故 
zxEA，y 洲 zEA>>yEA， 
后 一 蕴涵 式 成 立 是 因为 A 是 X 的 一 个 理想 。 这样 ， 由 于 DD 是 A 的 
一 个 理想 ， 故 
rED, yx*T ED=>y ED,., 

改口 是 入 中 的 一 个 理想 Q.E.D. 

这 个 定理 的 充分 性 是 定理 2 的 一 个 推广 。 

定理 7 ( 注 16) ” 设 (X 阔 ，0 7》 是 一 个 BC[ 代数 。 OY . 
EID(Gx)， 则 门 终 是 X 的 一 个 理想 。 

证 因为 0 € 每 一 个 理想 ， 故 0 En2 。 

设 x€N2，y 水 XE YU 。 对 于 任意 的 AE2& ， 则 

ZEA，y 水 ZEA 一 yyEA>>yEnnG Q。 上 了 。D， 

定理 8 ( 雷 天 德 ，[15J)。 设 1 是 BCI- 代 数 《X， 水 ，0) 到 
BCI- 代 数 《X 1; 米 :，0 的 一 个 同 态 映射 ， 则 Ker (7 ) 是 X 的 一 
个 理想 。 

证 因 0 EKer(f),` 故 Ker(f) 满 足 (1).、 

设 xEKer(1)，y 冰 7 EKer(1)，y EX。 则 

01=f(y*X) = 了 (y) 水 1f (7z)=f(y) 冰 101， 
故 f(y) 志 01:， 从 而 f(y) =01,， 即 有 yyEKer(f)， 
Q.E.D. 

注意 ，Ker(f) =f-:(01),， 而 (01 是 X! 中 的 一 个 理想 。 
那么 对 十 X ,中 的 任意 一 个 理想 子 集 A ,，f-'[A 12 是 否 X 的 一 个 
理想 呢 ? 下 列 结果 给 这 个 问题 以 肯定 回答 ， 从 而 推广 了 雷 天 德 的 
定理 8 。 

定理 9 ' 让 117) 设 了 是 BCI 代 数 (X; 水 ，07> 到 BCI- 代数 
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《XX,， 米 ;,01y 上 的 一 个 同 态 映射 。 若 A ,是 X :的 一 个 理想 , 则 广 : 
CA 是 X 的 一 个 理想 。 

证 由 于 /(0)=0,EA1,， 故 0 Ef-1CA 1 

设 TEf-ICA1]，y 冰 rEf-'CA1]，yEX。 于是， 

f(z) EA fly*kr) =f (yw*f (rEA,, 
因 人 A ,是 入 :的 一 个 理想 ， 故 帮 Gy)EA， 即 yE 广 CA。 
Q.E.D。 

定理 10( 注 118) ” 设 (X， 沙 ，0 > 是 一 族 BCI- 代 数 
《Xo 水， 0o>，: acEl) 的 积 代数 。 若 对 于 每 个 <cEI，A。 是 X。 
的 一 个 理想 ， 则 A = II{A。，a El} 是 X 的 一 个 理想 ， 
证 显然 0 EA. 设 / EA,g 冰 FEA。 对 于 任意 的 aEl， 
因为 A。 是 X。 的 一 个 理想 ， 故 


f 0) CA,, 人 oo EA 
(g*f)(a) =g(@O) 阔 sf(c)EA。| ” 
从 而 g € A. Q.:E.D. 


注 ” 定 理 9-10 中 “理想 ” 换 成 “真理 想 ” 的 适当 命题 也 成 
立 ， 这 里 不 一 一 列举 。 

3 。 由 子 集 A 生 成 的 理想 

类 似 于 BCK- 代 数理 论 ， 我 们 先 引进 BCI- 代数 中 由 子 集 生 
成 的 理想 的 概念 。 

定义 5( 生 119) 设 A 是 BCI- 代 数 (X， 冰 ， 0 》 的 一 个 非 空子 
集 ， 称 包含 A 的 最 小 理想 为 由 A 生成 的 理想 ， 记 为 [AJ]。 (也 可 
规定 (CP = {0).) 

对 于 BCI- 代 数 (X， 冰 ，0 ) 的 一 个 非 空 于 集 A，(A) 是否 存 
在 呢 ? 这 个 问题 的 回答 是 肯定 的 ， 即 有 有 有 列 ， 

定理 11( 注 120) 对 BC 代数 人 X 炒 ，0 ) 的 每 一 个 非 空子 集 
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A 存在 X 的 一 个 包含 A 的 最 小 理想 . 
证 命 (A]= 人 NID(X，A) 即 可 ， 其 中 
ID(X，A) = {DECX， DD 是 X 的 一 个 理想 ， 且 ACcD). 
(7) 
(根据 定理 7 》 Q.E.D，. 
在 BCI- 代 数 中 ， 类 似 于 定理 了 .8*.10 的 一 个 结果 也 成 立 。 注 
意 定理 T .8.10 证 明 中 要 用 到 公理 人 -4 ， 所 以 要 在 BCI- 代 数 中 
得 到 类 似 结 果 必 须 克 服 这 一 困难 。 作 者 在 [35] 中 已 经 得 到 和 证 明 
了 这 一 结果 ， 即 有 下 列 : 
定理 12( 注 121】 设 M 是 BCI- 代 数 (X， 水 ，0) 的 一 个 子 集 、 
则 唯一 地 存在 包含 M 的 最 小 理想 (M]J， 且 命 M*=MU{(0， 则 ， 
(MD] = (ZE 和信 jayanrEM#，( (7Z 冰 CD) 阔 …) 阔 an 
= 0}. (8 ) 
证 〈MI 的 存在 性 及 唯一 性 实际 上 已 下 定理 11 解决 了 。 注 
意 ，( 名 ] = {0} 也 满足 (8 )。 下 面 设 M 是 X 的 任 一 非 空子 集 ， 
证 (8) 成立。 我们 命 
N = trzEX:ja ,a EM*, C(Iwka i) wk ) ko, 
= 0}., 
欲 证 (MD = N， 我 们 分 作 以 下 几 步 ; 
1” 显然 ， MEN。 因 为 VzEM，3j3c, =zEMCM*,， 使 得 
Z 冰 Gi = 水 Tz= 10。 
2” N 是 和 中 的 一 个 理想 。 
事实 上 ， 由 于 0 阔 0=0， 故 0 EN。 
再 设 TEN，yEX， 且 y 炒 TEN, 则 由 N 的 定义 知 ，3 ai， 
“dng Di ，bs EM*， 使得. 
(… (Zz 冰 91) 灯 …) 冰 a,= 0， (8’) 
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及 
(yzX) 冰 601) 闲 …) 阔 b= 10。 (9) 
由 于 《Xi 水, 0 是 一 个 BCI- 代 数 , 故 由 定理 2。 3 可知 ，(9) 
式 可 变 为 
((…(3 阔 Di) 洲 …) 沙 poD 沙 =0， 
即 有 
(…(3y 阔 pi) 米 …) 洲 Psz。 
由 定理 2。5 有 
(…(y 沙 虽 ) 沙 …) 冰 pb 阔 Gi) 洲 …) 阔 an 
和 (…(z 沙 G1) 沙 …) 水 Cs= 0， 
后 一 等 式 是 因为 《8’) 。 由 公理 [I -5 知 
: (…(3 炒 bi) 炒 …) 水 pb) 炒 ab) 水 …) 洲 as= 0， 
所 以 ，yEN。 因 此 N 是 一 个 理想 ， 
由 1 和 2 知 、[MDOICEN， 
3 "再 证 对 于 包含 M 的 任 一 理想 9S 有 NE S。 
事实 上 ， 由 于 3 是 一 个 理想 ， 则 0 ES。 现 任 取 zEN， 由 N 
的 定义 ， 存 在 M* 中 的 元 素 a!,，…，a.， 使 
《…《Xka1) 六 …) 冰 a = 0 ES。 
又 因 > 是 一 个 理想 ， 及 a, €E M*CS， 鼓 
(… (Z 阔 G1) 水 …) 洲 GEs。 
继续 如 此 “脱皮 ”+n 一 2 次 ， 便 有 
TI 冰 a1 ES) 
cs j>r€s. 
履 NES, 
办 此 (Mj = N. Q.E.D。 
由 定理 12 可 得 下 列 ; 
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推论 若 M 是 BCI- 代 数 (X， 米 ，0》 的 任 一 理 想 ， 则 (MD 


= M。 特别 地 (BCX)) = B(X). Q.E.D. 
4 . 关于 理想 的 几 个 概念 
在 本 节 的 最 后 ， 作 者 介绍 关于 理想 的 几 个 刁 念 。 限 于 答 幅 ， 


我 们 不 在 这 里 对 它们 作 详 细 的 讨论 
定义 6( 注 122) 设 人 %; 水 ，0 > 是 一 个 BCI- 代 数 。 一 个 非 空 
子 集 AC: xX 被 称 为 一 个 关联 理想 ， 如 果 
0 EA. C1) 
(y 亲 7) 冰 z2EA，ZX 闵 zE A 二 y 冰 zEA., (10) 
”人 例 6 设 人 (和 洲 ，0)> 是 一 个 BCI- 代 数 ， 则 和 是 一 个 关联 理 
想 。 
同 定 理 了 。8。7 一 样 我 们 有 ; 
定理 13( 注 123) 设 人 Xi 沙 ，0》> 是 BCI- 代 数 ， 则 X 的 任何 关 
联 理想 是 一 个 理想 。 
证 可 同 定理 TI .8 .7 的 证 明 一 样 证 明之 。 Q.E.D， 
定义 了 ( 注 124) 设 (X 水， 0 是 一 个 BCI- 代 数 ，X 的 理想 
A 被 称 为 是 极 大 的 ， 如 果 A 满 足 ， 
1 ) A 是 一 个 真理 想 .。 
2 ) A 不 是 X 的 任何 真理 想 的 一 个 真子 集 ， 即 如 B 是 X 的 一 
个 理想 ， 且 B- A 冯 好， 则 B =X. 
例 7 例 2 中 心 =10，2} 就 是 (X 水 ，0 7》 的 一 个 极 大 理 
想 。 


$9 BCI- 代 数 的 商 代 数 


作为 从 已 知 BCI- 代 数 产 生 新 BCI- 代 数 的 手段 ， 如 BCK- 代 
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数 政 样 ， 在 BC 六 代数 中 已 引入 了 子 代数 和 积 代数 。 那 么 起 否 象 
BCK -代数 那样 和 用 理想 而 引入 -个 BCI 代数 的 商 代数 呢 ? 这 
是 一 些 作者 考虑 过 的 问题 。 雷 天 德 在 C153 中 利用 理想 引入 BCI- 
-代数 的 商 代 数 。 下 面 我 们 来 介绍 这 一 工作 。 
首先 ， 定 理工 . 9 .1 可 完全 地 〈 包 括 证 明 ) 搬 到 BCI- 代 数 
中 ， 即 有 下 列 ， 
定理 1  〈 雷 天 德 ，[15]) 。 设 人 (X 洲 ，0 是 一 个 BCI- 
代数 ，A 是 一 个 理想 。 在 X 中 定义 一 个 二 元 关系 一 如 下 ;: 
VI, yEX, rT~y iffz 六 yEA 和 y 冰 kzEA， 
(1) 
则 一 是 X 中 的 一 个 等 价 关 系 。 Q.E.D. 
定义 1 以 ~~ 把 X 的 元 素 分 成 等 价 类 ，C: 表示 z 所 在 的 类 ， 
一 切 等 价 类 的 集合 记 为 X/A， 称 为 商 集 . 
定义 2 在 商 集 X/A 中 定义 一 个 二 元 运算 炒 如 下 ， 
CA*Cy = Cryy, (2) 
可 以 证 明 下 列 。 (由 于 定理 I，9。3 的 证 明 没 有 用 到 KK- 
4 ， 故 完全 同样 地 可 证 ) 
定理 2 雷 天 德 ，[152) 。 商 集 X/A 中 的 二 元 运 算 米 是 
良好 定义 的 。 
定理 3  《〈 雷 天 德 ，[15])， 设 人 Xi 水 ，0 > 是 一 个 BCI- 代 
数 ， 人 是 和 的 一 个 理想 ， 则 (X/A 米 ，C。) 是 一 个 BCI- 代数 ， 
称 为 (X， 冰 ，0) 关 于 A 的 商 代数 ， 或 简称 商 代 数 。 
证 在 X/A 中 定义 <<， 
C.<CyiffCs*Cy = Cyy = C,, (3) 
易 知 ， 
r<y>C<C, (4) 


公理 I-1，I-2，ITI-3，TI-4 可 完全 同 定理 I. 9。4 那 
样 去 证 。 下 面 证 工 一 5 成 立 。 设 
C.<C，， 
则 Cs 洲 Co=Co。 故 z=z 洲 0 一 0。 从 而 C:=(C。 
Q.EF.D，。 

注 ” BCI- 代数 的 商人 代数 与 BCK- 代 数 的 商 代数 从 构 造 方式 
上 是 一 样 的 ， 但 是 两 者 之 闻 存 在 一 定 的 差别 ， 如 在 BCKR- 代 数 中 
存在 “Ce =A2”， 但 是 对 于 BC 二 代数 的 商 代 数 来 说 这 个 结 果 不 
真 ， 可 见 例 2 。 

下 面 我 们 来 看 两 个 例子 ， 

例 1 设 X={0，1，2}，X 中 的 二 元 运算 冰 由 下 吕 给 
出 : 


六 10 1 2 
010 0 2 
1 | 1 0 2 
2 | 2 2 0 


则 《X， 六 ,0 ) 是 一 个 BCI- 代 数 ，A = {0，1) 是 X 的 一 个 理想 ， 
且 

X/A={Co, Cs} =1(0，1)，{2))， 
X/A 中 的 运算 关 的 表 是 ， 


* |c, Cc, 
C, IC, C, 


C, IC, CGC, . 
显然 ，《X/A， 六，0 ,> 是 与 和;(1) 同 构 的 。 〈 亦 即 与 子 代数 
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《{0，2)， 水 ，0) 同 构 。) 

注意 ， 从 这 个 例子 可 知 ， 这 里 的 商 代 数 并 不 象 在 有 限 群 论 里 
那样 ， 商 代数 的 阶 一 定 是 原 代数 X 的 阶 的 因子 ， 不 同 的 等 价 类 中 
元 的 个 数 一 定 相等 。 

例 2 设 Q* 吉 示 一 切 非 堆 有理 数 的 集合 ， 则 《<Q*，+ ,1》 是 
一 个 BCI -代数 ,一切 非 零 整数 的 集合 Z* 是 一 个 理想 ， 但 在 Q*/2* 
中 Cl={1, 一 1} 二 Z2Z*, 

我 们 再 来 考察 一 下 商 集 X/A， 可 有 下 列 结果 ; 

定理 4 〈 雷 天 德 ，[152) 。 设 〈X 水 ，0 是 一 个 BCI- 
代数 ，A 是 一 个 理想 ，《X/A， 冰 ，C。》 是 一 个 商 代 数 。 则 成 
立 : 

1) CoCEA., 

2 ) C, 是 X 的 一 个 子 代数 ， 也 是 X 的 一 个 理想 。 

3)A=U{C:rEA}., 

4) S={C.:zE A}) 是 X/A 的 一 个 理想 、 

证 1) 设 a€ECo， 则 a~0。 从 而 a=a 水 0 EA， 故 Co 刁 
A. 

2 ) 由 于 0ECu。 设 rz,yECu。 于 是 C.=CuCcv=Cu， 
因此 Cry 三 Cx 米 Cy=Co 冰 Co = Co， 
故 zx 水 yEC,。 因 此 C。 是 一 个 子 代 数 。 
设 zECu，y 阔 zECu， 故 Cx= Cu，Cysx=Cu。 从 而 
Cy=Cyro = Cy*Co = Cy*Cs = Cyrr = Co, 
故 yECo。 所 以 C。 是 一 个 理想 。 
3 ) VaE A, 如 果 z~a( 即 zEC), 则 xz 冰 aEA。 因 A 是 
理想 ，cEA， 从 而 >zEA.。 故 C,EA， 从 而 UtC:zEA}EA， 
另 一 方面 。VaEA，acEC,， 故 AGEU {Cs:XEA)。 所 以 A=U 
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{C,.:TE A}. 

4 ) 显然 ，C。 ES 设 C:E€5，Cy 闵 Cs ES 那么 Cyws 5， 
放 ykzEA. 又 因 C.ES， 故 zxEA， 从 而 yEA ( 因 A 是 理想 )， 
即 有 C,ES。 所 以 S 是 X/A 的 一 个 理想 。 

Q.E.D. 

类 似 于 BCK- 代数 中 的 可 商 性 及 逆 可 商 性 ， 这 里 可 给 出 下 
列 ， 

定义 3 ( 注 125) 如 果 BCI- 代 数 (X， 冰 ，0) 具有 性 质 P，A 
为 它 的 任 一 理想 ， 可 证 得 商 代数 《<X/A， 冰 ,C。) 也 具 有 性 质 了 ， 
称 P 为 一 个 可 商 性 ， 如 果 商 代数 (X/A， 冰 ，C。》 具 有 性 质 P， 能 
证 明 (X， 沙 ，0 ) 也 具有 性 质 P， 称 P 为 逆 可 商 性 ， 

我 们 在 这 里 给 出 一 个 可 商 性 ， 即 下 列 ; 

定理 5 ( 渡 126) 单 性 《 即 是 单 代数 的 性 质 》 是 一 个 可 商 性 ， 

证 设 (X， 水 ，0 > 是 一 个 单 BCI- 代数 ， 因 此 ， 它 只 有 两 
个 理想 ，X 和 {0 ). 

对 于 理想 X， 商 代数 (XX/X， 冰 ，C。》 实 际 上 只 有 C, 一 个 元 
素 ， 因 此 它 是 单 的 。 

对 于 理想 {0 )， 商 代数 <X/{0)， 冰 ，C。) 是 和 X 同 构 的 ， 
因此 它 也 是 单 的 。 

注 单 性 不 是 逆 可 商 性 . 例如 ， 例 1 中 X/A 是 单 的 但 
CX， 冰 ，0 ) 不 是 单 的 . 

我 们 在 以 后 各 章节 将 陆续 给 出 一 些 可 商 性 和 逆 可 商 性 ， 

下 面 我 们 来 讨论 一 下 商 代数 的 一 些 性 质 。 

定义 4( 注 127) 设 (X， 冰 ，0) 是 一 个 BCI- 代 数 ，A 是 义 的 
一 个 理想 ，《X/A， 冰 ，C。) 是 它 的 商 代数 。 对 于 任 党 的 z EX， 
合 
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P,:X——>X/A, 
并 -一 > 《5 ) 

称 Ps 为 从 BCI- 人 代数， 水 ，0 ) 到 它 的 商 代 数 《X/A; 水 ， Lo 
上 的 典 则 上 映 尉 。 当 A 确 定时 ， 也 简 记 上 4 为 上。 

定理 6 ‘ 注 128)】 典 则 映射 PP 是 一 个 同 态 映射 . 

证 ”对 于 X 中 任 二 元 素 z 和 y 我 们 有 ; 

Pa(z*y) = Cry = CwkCy = P(r)w* Pay). 
(6) 

故 忆 4 是 一 个 间 态 映射 。 Q。E。D。 

类 似 于 定理 12. 8 〈 完 全 同样 地 证 明 ) 可 有 下 列 ; 

定理 7  ( 雷 天 德 ，[15)》。 设 1 是 BCI- 代数 (Xi 水 1 
0 到 BCI- 代 数 《X,， 米 ,:，0,) 的 一 个 同 态 ， 则 Ker(f) 是 XX 的 
一 个 理想 。 Q。 玉 上 。D，。 

完全 同 定理 "12* 9 的 证 明 可 有 下 列 : 

定理 8  〔 雷 天 德 ，C153))〉 。 设 /是 BCI 代数 (Xi 灯 1， 
0 由 到 BCI- 代数 《<X,， 灯 ，，0 :> 上 的 一 个 同 态 。 则 f 是 一 个 同 
构 的 充 要 条 件 是 Ker(f) = {0}. Q:E.D. 

完全 同 定 理 丰 。12。10 的 证 明 可 以 得 到 下 列 : 

定理 9 ( 注 129) 设 / 是 BCI- 代 数 〈《X， 洲 ，0 > 到 BCI- 代数 
《Y， 人 ， 消 的 一 个 同 态 。 如 果 {0} 是 Y 的 一 个 关联 理想 ， 则 玫 er 
(六 是 X 的 一 个 关联 理想 。 Q.E.D. 

类 似 于 定理 I，12*，12 有 下 列 。 证明 也 同样 》 

定理 10 〈 雷 天 德 ，[152J) 。 设 f 是 从 BCI- 代数 《XX; 六， 
0 > 到 日 -代数 人 3 关 ，0 > 上 的 一 个 同 态 ， 那么 商人 代数 
《N/Ker(lf); 米 ，Co> 盖 《(X 沙 "，07)>。 

Q.E.D. 
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注 ” 在 商 代数 《XX/Ker(f)， 米 ,Co》 中 C。= 上 Ker(f)。 事实 
上 ， 由 定理 4 的 1》 知 ，Co 刁 Ker(f)。 另 一 方面 +€ Ker(f)， 
yEKer(f)， 则 f(z 六 yy)=f(z) 冰 'f(y)=0/' 冰 0 =0/, 因 
此 x 冰 yEKer(f)〔 即 Ker(f) 是 一 个 子 代数 》。 特 别 地 zx 水 0 E 
Ker(f)，0 水 zCE Ker(f)。 于 是 zx~0， 即 xEC。， 故 Ker(f)S 
C,。 因 此 ， 有 C,， = Ker(f)， 
我 们 在 定理 8“。11 的 证 明 中 引入 了 ID(X，A) 这 个 记号 ， 表 
示 包 含 非 空 集 A 的 一 切 理想 作成 的 集合 。 由 于 XEID(X，A)， 
故 显 然 有 
GIID(X, A)CID(X). (7) 
类 似 于 定理 了 .912 和 定理 。9 . 13 我 们 分 别 有 ， 
定理 11( 注 130} IDC(X)=ID(X, A)iff A={0}., 
Q. E, D, 
定理 12( 注 131) 设 A 是 BCI- 代 数 《(X， 灯 ，0 ) 的 一 个 非 空子 
集 。 在 ID(X，A) 中 对 于 任意 的 Y，ZE1ID(X，A), 命 


YVLZ=Yn2， (8 ) 
YYVZ=(YUZ2Z), z (9) 
则 (D(X，A) ，A，V) 是 一 个 格 ， 且 (A) 是 最 小 元 ，X 是 最 
大 元 。 Qs:E.D. 


下 面 ， 我 们 进一步 讨论 一 下 ， 当 A 是 一 个 理 想 时 。ID(X， 
A) 和 1ID(X/A) 的 关系 。 类 似 于 引 理 工 . 9。2 的 证 明 ， 我 们 易 
知 成 立 下 列 ， 

定理 13( 注 132) 设 (X 水，0 是 一 个 BCI- 代 数 ，A 是 的 
一 个 理想 ，《<X/A， 水 ，Co> 是 商 代数 。 设 JEID(X，A) ， 则 

J/A=!C.:r EJ) (10) 
是 X/A 的 一 个 理想 。 Q.E.D. 
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注 “这 个 结果 推广 了 冒 天 德 的 定理 4 的 4) 。 

同 引 理 工 。 9。3 一 样 ， 由 于 上 述 定理 的 证 明 没有 用 到 “AGE 
J? 这 个 条 件 ， 故 有 下 列 ， 

定理 14( 注 133) 设 A 是 BCI- 代 数 (X， 六，0 ) 的 一 个 理 想 ， 
《X/A; 冰 ，Co》 是 商 代数 。 如 果 JEIDC(X)， 则 J/A 是 X/A 中 
的 理想 。 Q.E.D， 

同 引 理 I。9。.4 那样 证 明 ， 可 有 下 列 ， 

定理 15( 注 1341 在 定理 13 的 条 件 下 ， 命 

P:IDCX，A)hH>ID(X/A) , 
J- 一 >J/A， } 

则 P 了 是 从 ID (X，A) 到 ID (X/A) 的 一 个 单 射 。 
Q.E.D， 

注 在 BCK- 代 数 的 情形 下 进一步 可 证 P 是 一 个 双 射 。 但 在 
BCI- 代 数 的 情形 下 ， 由 于 只 有 CuGA， 而 不 必 Ccv=A， 这 样 
]/ A 的 理想 {Co} 所 对 应 的 理想 1 〈 按 (10)) 未 必 属 于 ID(X,A)， 
从 而 P 不 必 是 满 映 射 。 反 例 取 例 2 即 可 ， 

对 于 BCK- 部 分 我 们 有 下 列 结果 : 

定理 16 。( 注 135) 设 CX， 炒 ，0 ) 是 一 个 BCI- 代 数 ，A 是 一 个 
理想 ，《〈X/A 水，Cu 是 商 代数 ，P 是 典 则 映射 ， 则 


(11) 


PCB(X) JCB(X/A)., (12) 
证 设 i€EB(X)， 则 0 和 z。 由 (4) 知 Co 志 C.， 故 P(x) = 
CEB(X/A)。 所 以 (12) 成 立 。 Q.:E-.D. 
对 于 子 代 数 我 们 有 下 列 结果 . 


定理 17( 注 136) ”在 定理 16 的 条 件 下 ， 
1 ) 如 果 D 是 X 的 一 个 子 代 数 ， 则 PTD] 是 X/A 的 一 个 子 代 
数 ，。 
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2 ) 如 备 世 是 和 /A 的 一 个 子 代数 ， 则 PE5EI 是 人 的 一 个 子 
代数 。 
证 1) 由 于 0 ED， 故 Ce =P(0)EPIDI)， 
设 C.E pLCD]，Cy€ pCD]， 其 中 xED，ywED。 由 于 DD 是 一 
个 子 代 数 , 玻 x 水 YED.。 而 
Ck*Cy= Cry = prx*ky) ED,., 
即 pCDDD] 是 一 个 子 代数 ，。 
2 ) 由 于 是 人 /A 的 一 个 子 代数 。 故 CoEE. 因 p(0)=Co， 
从 而 0 E pTCEDI。 设 z，yEp 1CED, 则 Cx, CyEE。 由 于 E 是 一 
个 子 代 数 ， 从 而 
plr*y) = Cy = Cx*k*CEE. 
故 X 冰 yE p CEJ。 因 此 p-!1[CED 是 X 的 一 个 子 代数 ， 
Q.E.D. 
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第 四 章 ”BCI- 代 数理 论 中 的 
几 个 专题 


在 第 三 章 介绍 了 BCI- 代数 的 基本 概念 及 主要 性 质 的 基础 
上 ， 我 们 从 这 一 章 起 介绍 BCI- 代 数理 论 研究 中 的 几 个 专题 。 我 
们 将 在 第 五 章 中 集中 介绍 结合 BCI- 代 数 及 其 推广 的 一 些 研 究 成 
果 , 在 第 六 章 中 介绍 BCI- 拓 扑 代 数 。 除 了 这 两 个 方面 的 题材 外 ， 
,其 它 的 几 个 主要 专题 我 们 先 放 在 本 章 中 作 介绍 。 


$1 拟 可 换 的 BCI- 代 数 


在 这 一 节 中 我 们 先 来 介绍 一 类 BCI- 代数 ， 所 谓 的 拟 可 换 的 
BCI- 代 数 。 我 们 在 第 三 章 曾经 讲 过 ， 在 BCI- 代 数 中 不 必 研 究 可 
换 性 、 有 界 性 、 正 定 关联 性 、 关 联 性 、 完 备 性 及 局 部 完备 性 。 那 
么 ， 在 BCI- 代 数 中 可 研究 什么 性 质 呢 ? 迄今 ， 从 代 数 类 的 角度 
讲 ， 我 们 只 研究 过 单 性 ， 即 单 BCI- 代 数 。 应 当 说 ，BCI- 代数 中 
可 研究 的 性 质 还 是 很 多 的 。 从 代数 类 的 角度 来 看 ， 这 些 性 质 大 体 
可 分 为 两 类 ， 一 类 是 BCK- 代 数 中 有 的 ,而 在 BCI- 代 数 中 也 有 ， 
这 样 的 性 质 称 之 为 推广 性 质 ， 另 一 类 是 BCI- 代 数 所 固 有 的 ， 而 
BCK- 代 数 类 中 只 有 平凡 的 才 具 有 ， 这 样 的 性 质 称 之 为 回 有 性 质 
“让!137) 。 我 们 在 这 一 节 要 介绍 的 拟 可 换 性 自然 是 属 于 前 一 类 
的 ， 
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1 . 拟 可 换 BCI- 代 数 的 概念 
类 似 于 再 。Yutani 在 BCK- 代 数 中 引进 拟 可 换 性 ，1980 年 
K。Iséki 在 BCI- 代 数 中 引进 了 拟 可 换 性 ， 
定义 1 (KK .ITséki， [C522]。、) 设 (X 洲 ， 0 > 是 一 个 BCL- 
代数 。 变 量 > 和 y (EX) 的 一 个 多 项 式 Q。，,(z，y) (msn€ wm) 
归纳 地 定义 于 下 : 
Quo，o(z，27) =Y 冰 (x 六 yy)， 
Qnr1s (Ty) = Qn (7Z，y) 沙 (Z 沙 四)， | (1) 
Ong 1 (Ty) = Qn oT, y) wk (yk*7)., 


定义 2 。 (KK 。1séki。[C22]。) 设 (X 阔 ,， 0 ) 是 一 个 BCI- 
代数 ， 大 存 在 一 组 非 人 负 整 数 !，j;j，m，n， 使 对 于 X 中 的 任意 两 个 
元 素 x 和 y 都 成 立 

A Qi, (7, ») = Qn (yz), 

( 2) 

则 关 叫 做 一 个 GG，jf; m，n) 型 拟 可 换 BCI 代 数 ， 

注 (0，0; 0，0) 型 拟 可 换 性 即 可 换 性 ， 我 们 不 必 再 
考虑 它 了 。 

2 。 拟 可 换 BCI- 代 和 数 的 存在 性 

在 作 了 定义 2 以 后 面临 的 一 个 问题 是 ， 存在 拟 可 换 的 真 
BCL- 代 数 吗 ? 只 有 找 出 这 样 的 例子 ， 拟 可 换 性 在 BCI- 代 数 中 才 
有 意义 。K .Is6ki 首 先 解 决 了 这 个 问题 . 

定理 1 (K .Iséki，[22}。)》 存 在 拟 可 换 的 真 BCI- 代 
数 。 

Q。E。D。 

证 见 下 列 例 1 。 
例 1 设 入 ={(10，1，c，X 中 的 二 元 运算 水 由 王 雪 给 出 ， 
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炎 10 1 a 

下 一 -~ 
0 y | 0 0 0 &@a 
1 本 1 0 a 
a | a a 0 


则 (X， 冰 ，0 是 一 个 (1，0， 0，0) 型 拟 可 换 的 真 BCI- 
代数 。 

注 我们 来 分 析 一 下 例 1 中 的 BCI- 代 数 。 它 是 由 1 用 “一 
点 扩张 ”的 方法 生成 的 。 而 1 是 一 个 (1，0; 0，0) 型 拟 可 
换 的 BCI- 人 代数。 那么 ， 一 般 地 ,一 个 (1，0;8 0，0) 型 拟 
可 换 的 BCK- 代 数 用 “一 点 扩张 ”的 方法 生成 的 真 BCI- 代 数 是 否 
拟 可 换 的 呢 ? 这 个 问题 首先 被 KK，1séki 肯定 地 予以 回答 ， 即 有 
下 列 ， 

”定理 2 (KK .1lséki,， 522)。) 由 一 个 (1,0; 0，0) 
型 拟 可 换 的 BCK- 代 数 用 “一 点 扩张 ”生成 的 真 BCI- 代数 是 
(1，0; 0，0) 型 拟 可 换 的 。 

证 设 (X 羡 ，0 是 一 个 (1，05 0，0) 型 的 拟 可 换 
的 BCK- 代 数 。 命 全 U (ai 米 ，07> 是 由 《人 沙 ，07>》 用 “一 点 
扩张 ”生成 的 真 BCI- 人 代数。 为 证 《XUta}; 水，07> 是 《1，03 
0 ，0 ) 型 拟 可 换 的 ， 我 们 只 要 验证 ， 对 于 任意 的 zEX, 成 立 

Q1, oT, 0) =Q0,0 (0, 7), (3) 
Qis0 0G, TX) = 0 0(T, 0). (C4) 
这 一 点 由 下 列 引 理 即 知 。 
Q.E。.D， 

引 理 1 设 (YU{(cy 冰 ，0) 是 由 BCK- 代 数 (X; 水 ，07> 

“一 点 扩张 ”生成 的 真 BCIT- 代 数 ， 则 对 于 任意 的 TE 成 并 (3》 


239 


和 (4) 。 
证 因 
QO1,0 《7T,a) = (z 洲 (z 沙 0)) 阔 (z 阔 a) =a 阔 G= 0， 
Co(a,z) =a 水 (4 水 7) =G 沙 G= 0) 
Qi1s0 (a,7) = (a 阔 (e 阔 z)) 阔 (da 阔 z) = 0 六 a = a， 
Go (zyG) =z 冰 (Xx 冰 a) =z 冰 a =a， 
Q.FE.D. 
3 。 对 合群 . 
我 们 再 来 看 一 些 拟 可 换 的 BCI- 代 数 ， 它 们 与 群 论 中 的 对 合 
群 ( 见 定义 I[。3 。3 ) 联系 了 起 来 。 
例 2 设 5,={0，a}，S, 中 的 二 元 运算 六 由 下 表 给 出 ， 


沙 | 0 a 
0 0 a 
ala 10， 


则 (S,， 米 》 是 一 个 对 合群 ，0 是 恒 等 元 . 另 一 方面 ，(S, 
处 ，03 是 一 个 (1，0; 0,，0) 或 (0,，1;0,，0) 型 的 
一 个 拟 可 换 的 BCI- 代 数 。 

例 3 设 X={(1，c，5，c)， X 中 的 二 元 运 算 炒 由 下 表 给 


出 : 
洲 j1 o 6 
1 | 1 a pp ec 
a lila 1 c 0 
| 
Clc Da 1， 
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则 (X， 冰 》 是 以 1 为 恒 等 元 的 一 个 四 元 对 合群 ， 它 还 可 以 看 为 
两 个 二 元 对 合群 的 乘积 〈 同 构 地 ) 。 男 一 方面 ，《X， 沙 ， 工 > 和 是 
一 个 (1，05 0，0) 或 (0，1， 0，0) 型 的 一 个 可 拟 可 
快 的 BCI- 代 数 ，。 
一 般 地 ， 有 下 列 结果 ， z 
定理 3 (有 .Istki，[22]。) 如 果 (X， 沙 ) 是 一 个 以 0 
为 恒 等 元 的 任意 对 合群 ,那么 人 (Xi 六，0) 是 一 个 (1，0， 
0，0) 型 或 (0，15 0，0) 型 的 拟 可 换 的 BCI- 代 数 。 
证 因为 (入 ， 炒 ) 是 一 个 对 合群 ， 故 满足 结 合 律 ， 且 对 于 
生意 的 YEGXI ZX 冰 7 =0。 因 此 它 满足 1-3。 下 面 验证 ， 
1 ) 满足 1~1。 因 对 于 任意 的 x-，y，z EX 有 
((Z 水 y) 阔 (z 炒 z)) 水 (z 水 y) 
= (Z 冰 3) 水 (人 (Z 水 (2 阔 z2)) 阔 y) 
= (Z 水 y) 水 ((z 阔 0) 水 7y) 
= 《ZX 闵 y) 冰 (zx 冰 y>) 
=0., 
2 ) 满足 1~-2 。 因 对 于 任意 的 z，y EX 有 
《x 水 (XY 水 3》)) 冰 y= (zx 冰 7) 冰 (y 冰 y= 0 水 0=0， 
3) 满足 1-4. 设 +x，yE€X， 满足 
Tr 水 y= y 冰 z= 0。 


水 y= 0， 


(7 水 y) 冰 y= 0 冰 y=y， 
万 一 方面 ， 又 有 
(XY 冰 y》) 冰 y=X 冰 (y 冰 y)=Y 水 0 =z， 
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帮工 = y、 
4 ) 满足 I-5。 设 zE 有 X， 使 z 洲 0=0、 由 于 z 沙 0 =z，。 故 
r= 0。 
这 就 证 得 (X， 米 ，0 ) 是 一 个 BCI- 代 数 。 再 作 如 下 计算 
Qiso (TY) = (z 六 (zr 水 y)) 冰 (z 冰 >) 
=Z 水 ((Z 沙 切 冰 人 z 水 y))=I 沙 0 =7， 
Qu(y，z) = y 冰 (y 冰 7) = (y 冰 y) 六 T= 0 阔 并 =， 
故 成 立 
Qiyocz，y) = Qo 0 (YY, TL)s 
Quoy itz，y) = (Z 水 人 水))》 阔 (7 水 工 ) 
= (Z 水 Z) 沙 (人 (3y 水 y 冰 2) 
= 0 水 (0 水 Z)=2Z， 
从 而 成 立 
Qu (rz，7) =GQoo(7y，Zz)。 
因此 ，《〈X 水 ，0 > 是 一 个 (1，05， 0，0) 型 或 (0，193 
0，0) 型 的 拟 可 换 的 BCLI- 代 数 。 
Q.E.D. 
注 当 |Xi <2 时 ，KX， 冰 ，0) 是 一 个 真 BCI~- 代 数 ， 而 当 
X= {0) 时 ， 它 是 平凡 的 BCK- 代 数 .。 
定理 3 的 条 件 可 适当 减弱 。 我 们 在 定义 I。，6。3 中 曾 介 绍 过 
半 群 的 概念 。 我 们 可 以 得 到 下 列 结果 ， 
定理 4 (长 。lstki，[22]。) 设 〈 久 ， 水 ) 是 一 个 半 群 ， 
具有 右 恒 等 元 0 ， 即 
T 冰 1 =xz, VTEX, 
目 每 个 元 素 缘 是 对 合 ， 即 ?水 T= 0 ,VzE 和 和。 那么 (Xi 水 ,0》 
是 一 个 (1，05 0，0) 或 (0，1， 0，0) 型 的 拟 可 换 的 
242 


BCI- 代 数 ， 
证 ” 先 证 ( 义 ， 关 ，0 > 是 一 个 BCI- 代 数 . 满 足 1-1, 1 -2， 
1-3，1-5 的 证 明 同 定理 3 的 证 明 ， 
满足 1-4。 设 *，yEX， 满 足 
Xz 冰 y= y 冰 T= 0。 《5) 
由 于 《5)， 故 
(Z 水 2 水 = (y 闵 7) 六 >》， 
从 而 ( 因 y 冰 y= 0 及 y 冰 x= 0) 
rz 冰 0 =y 冰 05 
于 是 ( 因 0 是 右 恒 等 元 ) 
Z= 7y。 
这 就 证 得 (Xi 洲 ，0 > 是 一 个 BCI- 代 数 。 
在 计算 之 前 ， 我 们 先 证 一 个 事实 ， 即 半 群 (Xi 冰 ) 是 交换 
的 ， 即 


z 阔 y= 7 水 z，Vz，yE 人 。 《6 ) 
事实 上 ， 由 于 
Z 阔 7T=y 水 y= 0 。 
故 
(y 米 (x 冰 7)) 冰 y= (Z 冰 (7y 沙 y)) 沙 Z= 0 。 
于 是 
(? 阔 Z) 阔 (z 阔 y) = (zx 冰 水 (yy 水 7)= 0， 
由 工 -4 即 得 
Z 水 y= ?水 Z。 
下 面 计 算 ， 


Qiyo(z， y) 三 并 〈《 同 定理 3 证 明 ) 9 
Qu ,(y，zr) = y 闲 (y 六 7) = (y 冰 >y) 冰 ?= 0 水 2=Z 水 0 
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二 2 
Qu 1(Z，y3) = (Z 炒 (7 水) ) 水 (7Y 冰 了) 
=《《X 冰 ZX) 水 (y 闵 》)) 冰 7 
= 0 水 Z=7ZY 炒 0 =z， 
Qo,，o(y， 7) = y 冰 (y 冰 7) 二 工 。 
故 《X， 六，0) 是 一 个 (1，0;3 0，0) 型 或 0，15 0， 
0 ) 型 的 氢 可 换 的 BCI- 人 代数. Q.E.D. 
由 定理 4 及 其 证 明 我 们 可 以 有 下 列 关于 半 群 的 结果 ，: 
推论 设 (和 ， 米 ) 是 一 个 具有 右 恒 等 元 e 和 每 个 元 素 皆 为 
对 合 的 半 群 ， 则 成 立 : 
1) VZ，yE 和 从，7Z 冰 7y= yy 水 2=e 二 2Z= y。 
2) Vi, yEX, Xk*y= yy 水 工 。 
3 ) 也 是 一 个 左 恒 等 元 ， 从 而 e 是 一 个 恒 等 元 。 
4) VI，yEX，(x 冰 (x 水》)) 米 (XY 米 y) = y 闲 (y 六 7) 
= 《zx 冰 (x 冰 >)) 冰 (y 冰 7) = 工 。 
Q.E.D。 
4 。jlsski 的 高 型 拟 可 换 BCi- 代 数 问题 
我 们 在 前 面 看 到 的 〈;，7 mm，9 型 拟 可 换 的 真 BCI- 代数 
中 ， 钞 是 
0 <mar{i, 7, m, n} 志 1 《7 ) 
自然 应 当 考 虑 是 否 存 在 较 高 型 的 拟 可 换 的 真 BCI- 代 数 。K 1séki 
1980 年 在 [22J 中 提出 了 下 列 ; 
问题 “在 在 高 型 《i，j; m，?) 的 拟 可 换 的 ( 真 〉BCI- 代 
数 吗 ? 
这 里 ， 应 对 “高 型 ”这 个 概念 予以 明确 定义 . 
定义 3 ( 注 138) 设 LX， 六，0) 蚌 一 个 BCI- 代 数 ， 且 是 (5 
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记 mn) 型 拟 可 换 的 。 如 果 (7 ) 成 立 ， 称 之 为 低 型 的 ;如 末 
max{i, fj; m, nn} 宇 2， (8) 
则 称 之 为 高 型 的 。 

对 于 ITséki 的 这 个 问题 ， 作 者 1982 年 在 [34] 中 已 经 解决 ， 有 
关 的 工作 和 结果 作者 将 在 第 五 章 中 予以 叙述 和 论证 。 这 里 ， 列 出 
如 下 主要 结果 : 

”定理 5 (E139) 任何 结合 的 真 BCI- 代 数 是 一 个 《i,j m， 
n) 型 的 拟 可 换 的 真 BCI- 代 数 , 其 中 1，j; m，n 秒 是 非 负 整 数 ， 
且 ? +7 与 m +n 不同 奇 偶 . Q.E.D. 

定理 6 ( 注 140) 存在 任意 2? 阶 的 《i， 有 jm，1) 型 的 拟 可 换 
的 结合 的 真 BCI- 代 数 ， 其 中 p，1，j。，m，+ 篆 是 非 负 整数 ， 且 
i+j 与 m +n 不 同 奇 侦 ， Q.E.D-. 

由 于 结合 BCI- 代 数 亦 是 一 个 对 合群 ( 见 第 五 章 8 2 ), 故 它 
也 芋 (1，05 0，0) 或 (0，1 0，0) 型 的 所 可 换 
BCI- 代 数 。 这 样 结合 BCI- 代 数 是 高 型 的 BCI- 代 数 ， 又 是 低 型 的 
拟 可 换 的 BCI- 代 数 。 因 此 ， 我 们 应 当 考 虑 是 高 型 的 拟 可 换 的 
BCL- 代 数 ， 而 不 是 低 型 的 。 对 于 这 种 高 型 拟 可 换 的 BCI- 代数 我 
们 应 当 另 外 给 以 定义 。 

定义 4 ( 注 141) 若 高 型 的 拟 可 换 BCI- 代 数 (X 洲 ，0》 不 是 
低 肝 时 ， 则 称 它 为 纯 高 型 的 拟 可 换 的 BCI- 代 数 。 

陕西 师 大 数学 系 研究 生 惠 昌 常 、 代 了 诸 进 在 1983 年 4 月 给 出 了 
一 个 纯 高 型 的 拟 可 换 的 BCI- 代 数 ， 即 下 列 ， 

例 4 设 入 =10，1，2，3}》，xX 中 的 二 元 运算 米 由 下 表 
给 出 ， 
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水 | 0 1 2 3 
0 0 0 0 3 
1 1 0 0 3 
2 | 1 0 3 
3 3 3 3 0， 


则 (X， 米 ，0 > 是 一 个 (2，05 0，1) 型 拟 可 换 的 BCI- 代 
数 ， 而 不 是 低 型 的 。 
5 。 拟 可 换 BCI- 代 数 的 乘积 
例 3 中 的 BCI- 代 数 《X，; 沙 ，0》 (0 即 为 该 例 中 的 1) 是 
《1，0;8 0，0) 型 的 或 (0， 1 0，0) 型 的 拟 可 换 的 
BCI- 代 数 ， 它 还 是 两 个 同型 的 拟 可 换 BCI- 代 数 的 翌 积 。 那 么 ， 
一 般 地 同型 拟 可 换 的 BCI- 代 数 的 乘积 是 否 同型 的 拟 可 换 的 BCI- 
代数 呢 ? 作者 给 这 个 问题 以 肯定 的 回答 ， 即 有 下 列 ， 
定理 7 ( 注 142】 设 4 人 A 米 ，0 是 一 族 BCi- 代 数 {(Xe 六 
0 o;:aET) 的 积 代 数 。 则 (Xi 洲 ，0> 是 (5 7 my 9 型 拟 可 
换 的 当 且 仅 当 对 于 任意 的 <cEI，(X。 洲 。，0o 是 (1，7 m， 
n) 型 拟 可 换 的 ， 
证 “<<<” 设 VaE1l,， 《Xo 冰 。，0o) 是 (i,， fj m，D) 
型 氢 可 换 的 BCI- 代 数 。 对 于 X 中 的 任意 两 个 元 素 /，g， 有 
Qi:, i:(f ,9) (a) 
=《…(f 冰 (f 水 9)) 冰 (f 冰 9) 闵 …) 炒 (f 冰 9)) 
1 
gf) 
7 


9 水 旋 ) (a) 


= ((f (a)*alf (a) ao (a)))*alf (0) 
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洲 cg(o) 米 Co) 米 CCfac) 六 ac9g(c)) 洲 CC9(4C) 
+ 
*af (0))*a:…)*a(g (a)*af (0)) 
: 
= (. (g(a)*a(g (0)*af (a))*alg (0) 
冰 af (a) ) 冰 a…) 冰 a(g (a)*af (a)*ax*alf (a) 
nt 
*ag (0)) 沙 C…) 水 CC Ca) 洲 Cc9g(c) ) 


外 


= (…(9 玉 (9 米 门 ) 阔 (9 玉 廊 米 …) 冰 (9 玉 广 )) 


?77 


米 (F 米 9g) 水 …) 沙 (人 沙 9))(c) 
他 


= Qn,(g, f) (a), 
由 于 a 是 1 中 的 任意 元 素 ， 故 
Qui(f, 9) = Qn(9, f). 
因此 ，《X， 冰 ，0) 是 (i，j; my，7m) 型 的 拟 可 换 的 BCI- 代 数 。 
4 之”。 设 积 代数 (Xi 米 ，0) 是 (1，j; m，+#) 型 拟 可 换 
的 。VaEE 设 Ta。，y。 是 X。 中 的 任意 两 个 元 素 。 命 


f (8) as b= Qs 
0 BB, 有 sa， 

ya, P=0, 
g(p) = ’ sa 


则 7， gEX., 由 于 《X， 六，0) 是 (1，J; m，?) 型 拟 可 换 的 ， 
故 
Qii (11，9) = Qn,s(g9, 1f), 
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因此 ， 
Qisi(f, 9) (a) = Qnsn(g9, f) (a). 
从 而 ， 
Qis ;Tas ya) = Qis1(f (Qa), g(a)) = Qi,1(f, 9) (0) 
= Qn 9, fF) (0a) = Qn (9(0), f (0)) 
= Qnsn(Yas Za) 。 
所 以 ，(X。 六 4:，0Q) 是 (1 7 m，1) 型 拟 可 换 的 。 


Q.E.D. 

由 此 可 知 咸 立 下 列 ， 

推论 ( 注 143) 同型 拟 可 换 性 是 可 积 性 和 闭 可 积 
O.E.D。 


现在 ， 我 们 把 例 2 中 的 (1，0，; 0，0) 型 的 拟 可 换 BCI- 

代数 CX， 米 ，0) 记 为 X!。 命 
X*+1= X"xX!, n€Eow, 

那么 {X":nE€@} 是 无 限 多 个 (1 ，0; 0 ,0 〉 型 拟 可 换 的 BCI- 
代数 ， 而 且 彼 此 是 不 同 的 。 这 样 ， 我 们 就 得 到 下 列 ， 

定理 8 ( 注 144] 存在 无 限 多 个 1，、，0，;， 0，0) 型 的 拟 可 
换 的 BCI- 代 数 . Q.E.D. 

进一步 的 结果 请 参看 定理 Y。， 1 "4。 

类 似 于 定理 7 的 证 明 ， 我 们 可 有 下 列 ， 

定理 9 ( 注 145】 设 人 (X 水 ，0) 是 一 族 (i, 六 my 7n) 型 拟 
可 换 BCI- 代 数 {X。 水 0 :ccE 了 ED) 的 积 代 数 ， 则 X 是 纯 高 型 
的 iff 人 至少 存在 一 个 cE1，(Xaui 沙 。 0 是 纯 高 型 的 ， 

Q.E.D. 

我 们 从 例 4 中 的 BCI- 代 数 出 发 ， 利 用 定理 8 的 证 明 方 法 (以 

后 我 们 简称 为 “归纳 地 积 代 数 法 ”》、 可 得 下 列 ; 
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定理 10( 注 146) ”存在 无 限 多 个 纯 高 型 的 拟 可 换 的 BCI- 代 数 . 
Q.E.D， 
6 。 氢 可 换 8LIi- 代 数 签 
类 似 于 定理 I .7 .4 ,我 们 有 下 列 结果 : ( 它 是 拟 可 换 BCI- 
代数 的 一 个 特征 性 质 》 
定理 11( 注 147) 一 个 (2，0) 弄 的 代数 CX， 末 ,，0) 是 (1， 
有 Mm，7) 型 的 拟 可 换 的 BCI- 代 数 的 充 要 条 件 是 它 满足 以 下 四 个 


等 式 ， 
1 ) C(x 水 y) 炎 (7 闲 z)J 冰 (z 水 y)= 0， (9) 
2 ) KZ 沙 (Z 沙 y)J 洲 y= 0， 《10) 
3) Z 水 0 =z， (11) 
4) Qisi(z, Y= Qnr(y，Z) 。 (2) 


证 “二 ”。 显然 成 立 。 
“<@”。 我 们 只 用 证 1 83，1 了 ,，1 ;被 满足 即 可 。 
1” 证 满足 Is。 在 (9) 中 以 0 代 y 和 z， 则 有 
0 =KCz 水 0) 炒 (z 沙 0)] 冰 (人 0 米 0)=(z 阔 2) 水 0 
= z 阔 z。 
上 上 面 几 个 等 式 中 用 到 了 (11) 。 
2” 证 满足 1 4。 设 z 灯 y= 0，y 冰 z= 0， 于 是 由 (2) 即 
.有 
r= Qi Y) = Qn (YY, 7) = y。 
3” 证 满足 1s。 设 z 沙 0 =0. 由 (11) ，z=xz 水 0= 0。 
Q。E.D。 
我 们 也 有 拟 可 换 BCI- 代 数 的 以 下 特征 ， 
定理 12( 注 148】 一 个 (2，0) 型 的 代数 (X 米 ，0》 是 
(，7 m，1)》 型 的 拟 可 换 的 BCLCI- 代 数 的 充 要 条 件 是 它 满 足 
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(9)， (11)》，(2) 及 
(z 冰 》) 冰 2= (x7 冰 2) 亲 y， (12) 

证 “之 ”。 显 然 成 立 。 

“< 我 们 只 要 用 证 (10) 成 立 ( 即 [1-2) 即 可 。 事 实 上 ， 
由 (12) 及 1-3 (由 (9) ， (11)〉 导出 ) 

(z 亲 (zx 水 y》)) 冰 y= (x 冰 y) 米 (xz 冰 y)= 0。 
z Q.E.D. 

在 定义 ，7。，4 及 定义 I。，7，5 中 我 们 介绍 过 代数 簇 和 下 和 失 
的 概念 。 我 们 有 下 列 结果 ， 

”定理 13( 注 149) 一 切 BCI- 代 数 的 类 是 一 个 亚 艇 ， 称 为 BCI~- 
代数 亚 簇 ， Q.E.D. 

由 定理 11 或 定理 12 可 知 ， 成 立 下 列 ; 

定理 14( 注 150) 一 切 《(i，j mm，n) 型 的 ) 拟 可 换 的 BCI- 代 
数 的 类 是 一 个 艇 、， 称 为 《(i，j; m， 人 型 的 ) 拟 可 换 BCI- 代数 
徐 ， QE.D. 

7 。 有 限 BCI- 代 数 

类 似 于 有 限 BCK- 代 数 ， 我 们 可 以 引入 有 限 BCI- 代数 的 概 

定义 5( 注 151) 一 个 有 限 的 BCI- 代 数 是 元 素 个 数 有 限 的 
BCI- 代 数 ， 即 BCI- 代 数 (X;， 洲 ，0 > 使 得 1 未 II<N。， 

在 BCK- 代 数理 论 中 有 这 样 的 结果 ， 由 定理 1。7，7 知 ， 
一 切 有 限 BCK -代数 是 拟 可 换 的 。 自 然 应当 考 虑 在 BCI- 代数 理 
论 中 是 否 成 立 类 似 的 结果 的 问题 。 但 是 ， 至 今 这 个 问题 并 没有 解 
决 。 为 了 引起 注意 ， 作 者 在 这 里 提出 下 列 ， 

问题 : 注 152) 有 限 的 BCI- 代 数 一 定 是 执 可 换 的 吗 ? 

8 。 拟 可 换 BCI- 代 数 的 其 他 性 质 
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我 们 易 知 成 立 下 列 : 
定理 15\ 注 153; 设 (X 水 ，0> 是 一 个 (i, jm，7) 型 的 
拟 可 换 BCI- 代 数 ， 则 《BCX); 米 ，0 > 是 一 个 (5 7 m，7) 型 
的 拟 可 换 B(LCK&- 代 数 。 Q 上 D。 
这 样 ， 从 定理 15 的 意义 上 看 ， 任 何 的 拟 可 换 BCI- 代数 都 是 
由 一 个 拟 可 换 的 BCK- 代 数 扩张 生成 的 。 这 和 定理 2 是 一 致 的 。 
定理 6，3 指出 了 ，B(X) 是 X 的 一 个 子 代 数 。 从 这 个 角度 来 
看 ， 下 列 结 果 是 定理 15 的 推广 : 
定理 16( 注 154) 设 C 仿 ; 水 ，0) 是 一 个 (i, 1; m，7) 型 的 
拟 可 换 BCIi- 代 数 ，A 是 X 的 任意 子 代 数 ， 则 <A; 六，0 3 是 (i， 
六 m，1) 型 拟 可 换 的 BCI- 代 数 。 . 
换言之 ，“ 具 有 GG，j; m，#) 现 拟 可 换 性 ”的 性 质 是 一 
个 遗传 性 。 
证 在 (A; 沙 ，07》 中 显然 满足 QZz，y) = Qnsn(y，7)，。 
Q.E.D.: 
定理 17( 渡 155) 人 设 f 是 (1，7 m1) 型 拟 可 换 BCI- 代数 
(XI 水 ，0 > 到 BCI- 代 数 (Y， 入 ， 分 上 的 一 个 同 态 映射 ， 则 
《Y， 和 人， 人 也 是 (1，j; m，2) 型 拟 可 换 的 . 
证 设 yi，y:* 是 (Y3 人 ，0) 中 的 任 二 元 素 。 由 于 jf 是 到 上 
的 ， 故 3z,，xz, EX， 使 
f(x1)=y1, f(x) = y,. 
因 《X， 米 ，0 是 (i，j; m，?) 型 拟 可 换 的 ， 故 
Qi (zi，zi)=Qnn(z，zZi)。 
从 而 
f (QisiTys TZ2)) = (Qn, ar,, T1)), 
故 


Qisi(f (x1), f(x2)) = Qnynlf (zs), f (x1)), 
即 有 
Qisi(y19 72) = Onsgn (Ys 1)。 
因此 ，《Y， 人， 从 也 是 (1，j， m，7) 型 拟 可 换 的 。 
OQ.E.D. 
推论 [ 注 156) 车 BCI- 代 数 《X， 米 ,， 0>>BCE- 代 数 (Y5 人 ， 
9>， 则 
X 是 (i，jy m，7 型 拟 可 换 的 iff Y 亦 然 。 
Q.E.D. 
由 此 可 知 成 立 下 列 ， 
定理 18( 注 157) 设 /是 从 (， 方 m，7n) 型 拟 可 换 BCI- 代 数 
(3 亲 ，0) 到 BCI- 代 数 (Y; 人 人，90》 上 的 一 个 同 态 映射 。 则 商 
代数 《X/Ker(f); 六，Co) 也 是 (i，j m，n) 型 拟 可 换 的 ， 
证 由 定理 17,，《Y; 人 人 ,外 是 (i, jy m1) 型 拟 可 换 
的 。 由 定理 夏 * 9 .10 知 ， 
《X/Ker(f); x*, Co) ~Y; 人 ，0) 
由 定理 17 的 推论 知 ，《〈X/Ker(A) 水 ，Co) 是 (i，j; m，#) 型 
拟 可 换 的 。 Q.E.D， 


$2 BCI- 代 数 著 问题 


我 们 在 定理 1，13 中 指出 了 ; 一切 BCI- 代 数 的 类 是 一 个 亚 
艇 。1980 年 人 .Isski 在 [23] 中 就 提出 了 一 个 进一步 的 问题 

问题 (人 .Isski，[23]。) 一 切 BCI- 代数 的 类 是 否 一 个 
簇 ? 
就 广义 地 说 ， 即 从 整个 BCL- 代 数 类 来 讲 ， 这 个 问题 还 没有 
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解决 。1980 年 ，KK。Iséki 在 [233 中 给 出 了 下 列 结果 ， 而 部 分 地 
解决 了 上 述 问 题 ， 
定理 1  (K。Iséki,，[23]。) (2，0) 型 的 代数 《X， 
米 ，0 作成 的 类 & ， 若 中 的 每 个 代数 满足 


1 ) 《(Z 炒 y) 水 (z 阔 z)) 阔 (2 水 y) = 0， 《1) 

2 ) (Xx 冰 (7x 冰 y)) 冰 y= 0， (2) 

3 ) z 冰 zz= 0， (3) 

4 ) (zx 冰 y) 冰 z= (z 水 2) 水 2 (4) 

5) zZ 冰 0 =2z， (5) 

6 ) 〈Z 沙 (2Z 水 y)) 沙 (z 沙 y) = y 米 (y 灯 72)， (6 ) 
则 类 U 是 BCI- 代 数 的 一 个 艇 ， 为 了 方便 起 见 ， 我 们 称 其 为 Is6ki 
意义 的 BC 二 代数 艇 。 QE.D. 


注意 定理 1。11 或 定理 1，12，1séki 意 义 的 BCI- 代数 簇 实 
际 上 是 (1，05 0，0) 型 的 拟 可 换 BCI- 代 数 簇 . 

那么 ，1séki 意 义 的 BCI- 代 数 簇 是 否 包含 了 整个 BCI- 代数 
类 呢 ? 这 是 狭义 形式 的 Iséki 问题 。 这 个 问题 已 为 作者 和 雷 天 德 
独立 地 解决 了 。 

定理 2 (( 注 158)， 雷 天 德 ，[40)。) 一 切 BCI- 代数 类 不 是 
Iseki 代 数 簇 ， 

证 方法 一 (作者 给 出 ， 见 [33])。 设 X={10,1，2), X 
中 的 二 元 运算 水 由 下 表 给 出 : 


水 | 0 1 2 
0 | 0 2 1 
111 0 2 


2 .2 1 0 9 
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则 《xs 阔 ，0 是 一 个 BCI- 人 代数， 但 它 不 满足 (6)》 《〈 即 不 是 
(1，0; 0，0) 型 拟 可 换 的 ) ， 因 为 
《1 亲 (1 冰 2)) 冰 (1 冰 2)=(1 闵 2) 水 (1 冰 2) 
= 0， 
而 
2 六 (2 六 1)=2 六 1=1L。 
因此 ， 不 是 所 有 的 BCI- 代 数 包含 在 Iséki 意义 的 BCI- 代数 入 
内 。 Q.E.D. 
方法 二 〈 雷 天 德 ，[40]) 。 设 X={0，1，,，2，3，4}，, 
和 中 的 二 元 运算 一 由 下 表 给 出 ; 


0 1 2 3 4 


0 
1 
2 
3 
4 


co ho 关 一 小 
ko 一 已 必 Co 
me 
Lp 和 NS | 一 


则 《<X，; 一 ，0 是 一 个 BCI- 代 数 ， 但 
(1 炒 (1 米 2)) 六 (1 米 2) 近 2 水 (2 水 1)。 
Q.E.D. 
但 是 ， 一 部 分 BCI- 代 数 作 成 的 类 可 以 是 Iséki 意 义 的 BCI- 代 
数 篮 的 子 类 ， 例 如 ， 作 者 曾 得 到 下 列 ; 
定理 3 ( 注 159】 ”一 切 结合 ( 即 满足 结合 律 的, 见 第 五 章 8 1) 的 
BCI- 代 数 作成 的 类 是 Isski 意义 的 BCI- 代 数 簇 的 一 个 真子 类 。 
证 由 于 结合 律 成 立 ， 故 
(zx 冰 (x 六 y)) 米 (zx 米 y) =z 冰 ((zx 冰 y) 冰 (z 冰 >y)) 
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=ZXk 冰 0 
= 工 ， 
而 
》 米 (y 冰 7Y) = (y 冰 y) 冰 z= 0 冰 z=z， 
后 一 等 式 成 立 见 第 五 章 3 2 。 故 《6 ) 成 立 。 
之 所 以 是 真子 类 ， 见 下 列 例子 。. Q .上 上.D*。 
例 1 存在 满足 (6 ) 而 非 结合 的 BCI- 代 数 。 设 X={0， 
1 ，2 )X 中 的 二 元 运算 六 由 下 表 给 出 ， 


冰 10 1 2 
010 0 2 
1 11 0 2 


212 2 0， 


则 《<X， 米 ，0 > 即 为 所 求 的 BCI- 代 数 .。 
由 本 市 的 一 些 结果 可 以 给 出 下 表 : (下 表 中 的 两 个 包含 演 是 
真 包含 ) 结合 BCI- 代 数 类 CC(1，05 0，0) 型 拟 可 换 


CBCI- 代 数 类 


BCI- 代 数 类 〈 簇 ) | 
BCI- 代 数 亚 簇 


Isski 意 义 的 BCI- 代 数 秘 
本 节 的 一 些 结果 已 正式 发 表 在 [51]。 谈 者 可 参看 该 文 。 


8$3 具有 条 件 (3) 的 BCI- 代 数 


BCK- 代 数理 论 中 “具有 条 件 (S)” 的 性 质 可 否 推 广 到 BCI- 
代数 中 呢 ? 1980 年 KK 。ITséki 研 究 了 这 个 问题 ， 并 且 得 到 了 肯定 
的 回答 。 
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1 。 有 上 县 有 条 件 (3) 的 BCI- 代 数 。 

我 们 先 来 讨论 真 BCI- 代 数 的 一 个 事实 ， 即 有 下 列 ， 

定理 1 (K .Iséki，521]。) 设 〈%。 沙 ，0 7》 是 一 个 真 
BCI- 代 数 ，a EX，bEX-BC(X)， 则 c 不 满足 不 等 式 

Z 阔 G 委 0。 (1) 

证 若 c 满 足 (1)， 即 0 =a 冰 ab， 故 bEB (X)， 这 与 

“bEX-B(X)” 的 已 知 条 件 巴 秆 。 
Q。E。D， 

类 似 于 具有 条 件 (S》 的 BCK- 代 数 ，K 。1séki 引入 了 具有 
条 件 (5S) 的 BCI- 代 数 的 概念 ， 即 有 下 列 ， 

定义 1 设 《X; 冰 , 0) 是 一 个 BCI- 人 代数. 如 果 对 于 任意 的 a， 
bE X， 和 存在 满足 (1) 的 一 个 最 大 的 元 素 ?， 记 为 a o D, 亦 即 ; 
集合 


A(a, b)= 人 E 和 人:Z 沙 G 委 从 C2) 
在 入 中 有 最 大 元 素 
aeb=supA(a, 0b)EA(a, b), 《3) 


那么 称 (X， 阔 ， 0 为 具有 条 件 〈S) 的 。 

也 可 以 从 映射 的 观点 来 看 待 这 个 定义 ， 即 

0o:X X X—>X, 
(a, b)—>aob. 

例 1 任何 具有 条 件 (S) 的 BCK- 代 数 是 具有 条 件 (S) 的 
BCI- 代 数 。 

例 2 ”存在 不 是 具有 条 件 〈S) 的 真 BCI- 代 数 。 设 X= {0， 
1 ，2 ，3}，X 中 的 二 元 运算 炒 由 下 表 给 出 ; 


(4) 
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0|0 0 0 0 
1 | 1 0 1 1 
212 2 0 3 
3 3 3 0 0， 


则 <X， 冰 ，0) 是 一 个 BCK- 代 数 ， 且 它 不 具有 条 件 (3) ， 因 
为 

A(2, 1)={0, 1, 2,， 3), 
而 这 四 个 元 素 在 半 序 过 下 的 关系 如 下 图 : 


图 4 -1 
即 1 与 3。1 与 2 均 不 可 比较 大 小 ， 因 此 A(2，1 ) 中 没有 最 大 
元 尝 。 

设 (Y， 水 ，07> 是 人 X 水 ，0 ) 的 一 点 扩张 ,其 中 Y= XU(4) 
=(0，1，2，3，4}，Y 中 的 乘法 表 如 下 : 


沙 | 0 1 2 3 4 


oo 00 04 
1 10 1 14 
2 2 2 0 3 4 
313 3 0 0 4 
4 4 4 4 4 0 


Ed 


则 《Ys# 米 ，0 是 一 个 真 BCI- 代 数 ， 且 它 不 具有 条 件 (S) 。 事 
实 上 ， 在 Y 中 仍 有 z 
A(2, 1)={0,， 1， 2,3}, 
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而 A (2，1) 仍 没有 最 大 元 素 。 

例 3 例 H。6 。4 中 给 了 一 个 有 界 的 ， 林 具有 条 件 (5S) 
的 BCK~ 代 数 《X， 米 ，0)， 其 中 X= 40， a, 5b, ce，1})}, XX 中 
的 二 元 运算 水 由 下 表 给 出 : 


水 | 0 GD c 1 
0|10 0 0 0 0 
a la 0 ¢ qc 0 
bilIb ce 0 ec 0 
Clc 0 0 0 0 
111 Da c 0 


它 不 具有 条 件 〈9) 是 由 于 集合 
A(la, a)={0, a, b, c} 
在 久 中 没有 最 大 元 素 。 
现 将 (人 % 水 ，0 > 一 点 扩张 为 (Y 水 , 0， 其 中 Y=XU{td)》 
= 40，4,，b，c，d，1}， 而 Y 的 乘法 表 是 如 下 的 表 ， 


六 10 a bb ¢c 1 dd 
010 0 0 0 0 dad 
ala 0 ¢ ¢ 0 dd 
lp ¢c 0 ¢ 0 dd 
clilc 0 0 0 0 d 
11|11 bb ¢a ¢ 0 da 
dld dd dd ad dd 0， 


容易 算出 ， 在 Y 中 仍 有 
Ala, a)={0, a, b, c}, 
而 A(a，Q) 在 Y 了 中 仍 没 有 最 大 元 素 .， 
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由 例 2 和 例 3 我 们 容易 考虑 到 下 列 ， 

定理 2 ( 注 160) 设 (X 水，0 > 是 一 个 BCK- 代 数 ，a E 入 ， 
Y=XU{tc)， (Yi 水 ，07> 是 (% 水 ，07> 的 一 所 扩张 。 

1 ) 如 果 4,，vEX， 则 

Ax(u, v)= Ay(u, v). 
2 〉 如 果 4,，vEX， 则 
HOU = VO,U。 

3 ) 如 果 《4%， 洲 ，0》 不 具有 条 件 (93) ， 则 《Yy 米 ，0》 
也 不 共有 条 件 〈5) 。 

证 ”分别 证 明 于 下 ， 

1) 设 4u,，vEX。 如 果 zEA,(u, 9v), 即 xzEX, 目 z 洲 xs 去 u。 
由 一 点 扩张 的 定义 知 ， 在 Y 中 仍 有 : zEXCY， 且 z 沙 ks<u。 故 
ZEArG， V) 。 因 此 ，Ax(Cu，UECAv(u，u) 。 

由 于 

《a 冰冰 v=a 冰 v= a 二 0， 
故 a 冰 4 和 此 0, 因 此 a€ Avlu，v)。 这 样 ， 我 们 有 
Axl(u, 5)=A,(u, v), WU,UEX, 
2)》 由 1》 即 知 ， 当 2 vvE 人 ， 则 
UO = OU。 

3 ) 如 果 《X 水 ，0 > 不 具有 条 件 (5) ， 则 存在 uw,，vEX 
《wu,，+ 可 以 相等 ), 使 得 A(u，»v) 在 X 中 没有 最 大 元 素 。 由 1 ) ， 
A (lu, 90) 在 Y 中 亦 没 有 最 大 元 素 。 因 此 ，《Y，; 冰 ，0) 也 不 具有 
条 件 (5S) ， QeE.D:. 

当然 ， 是 否 存 在 具有 条 件 〈3)》 的 真 BCI- 代 数 是 叫 人 关心 的 
一 个 问题 。 如 果 找 不 到 这 样 的 例子 的 话 ， 那 么 在 BCI- 代 数 中 讨 
论 “具有 条 件 (3〉 ”的 性 质 就 没有 什么 实际 意义 了 .这 个 例子 
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首先 被 K。1séki 找 到 ， 
2 。 具 有 条 件 〈3) 的 真 BCI- 代 数 的 存在 性 
KK。Iseki 在 C21) 中 首先 给 出 下 列 例子 ; 
例 4 设 X=(0，1，oa，X 中 的 二 元 运算 米 如 下 表 给 出 : 


六 10 1 a 
0 .10 0 a 
1 :1 0 a 
a lIa a 0， 


则 <X， 洲 ，0 是 一 个 真 BCI- 代 数 .。 

显然 ，B(X)= {0，1)。 而 CB(X)， 冰 ，0) 是 一 个 具有 条 
件 (3) 的 BCK- 代 数 。《X， 冰 ，0 ) 是 一 个 具有 条 件 (3) 的 真 
BCI- 人 代数， 映射。 或 二 元 运算 。〉 可 由 下 表 给 出 ; 


其 实 ， 我 们 还 可 以 给 出 一 个 较为 简单 的 二 阶 的 具有 条 件 (S》 
的 真 BCI- 代 数 。 


例 5 设 X=(0，1}，X 中 的 二 元 运算 水 可 由 下 表 给 出 ， 


冰 10 1i 
010 1 
1 11 0， 


则 和， 米 ，0 > 是 一 个 具有 条 件 〈S) 的 真 BCI-- 代数， 其 二 元 运 
算 0 可 出 下 表 给 出 ; 
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1 11 0。 


注意 ， 在 此 例 中 B(X) = {0 》， 而 (B(X)， 水 ，0 ) 是 一 个 具 
有 条 件 《5S》 的 BCK- 代 数 .。 : 
由 上 面 的 例子 ， 我 们 可 以 得 到 下 列 结果 ， 
定理 3  (K。Iséki，[21])。》 存 在 具有 条 件 (S) 的 真 
BCI- 代 数 ，。 
QE.D. 
3 .具有 条 件 (Y) 的 真 BCi- 代 数 类 
我 们 继续 来 讨论 一 个 问题 ， 从 例 4 和 例 5 看 ， 其 中 给 出 的 具 
有 条 件 〈?)》 的 真 BC 代数 都 是 由 一 个 有 界 的 、 具 有 条 件 (5S) 
的 BCK-~ 代 数 《“ 一 点 扩张 ”而 来 。 那 么 对 于 一 般 情况 这 一 结 论 是 
否 成 芯 呢 ? 我 们 的 回答 是 肯定 的 ， 即 有 下 列 ， 
定理 4 ( 注 161] 设 (X， 洲 ，07》 是 上 共有 和 条件 (9) 的 有 办 
BCK- 代数 ，a€E XX，Y=XUt{a),， YI 水 ,0 是 《〈《% 水 0》 
的 一 点 扩张 。 则 《人 *， 洲 ，07> 也 具有 条 件 (5S) 。 
证 由 于 定理 2 的 1) 和 2) ， 我们 只 用 作 如 下 计算 ; 
0 。a=a。 0=d0; 
zecG=aor=0 TEX, ZF0, 
4ao。a= 1 ，1 为 X 中 的 单位 元 。 Q.E.D. 
注 定理 4 中 的 “有 界 ” 的 条 件 还 是 必要 的 。 我 们 有 下 列 ， 
定理 5( 注 162) 设 (X， 米 ，0 是 一 个 BCK- 代数 ，aEX， 
Y=XU《a)， 且 CY; 水 ，0> 是 (人 水 ，0 的 一 点 扩张 则 
《X， 六 ，0 > 是 具有 条 件 (5S) 和 有 界 的 充 要 条 件 是 <Y， 冰 ,0) 
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是 具有 条 件 (39) 的 。 

证 ”必要 性 已 由 定理 4 给 出 , 现 证 充分 性 .由 于 定理 2 的 1) 
和 2 ) ， 只 要 证 4(X， 米 ，0 ) 是 有 界 的 。 由 于 《Y， 冰 ，0 是 具有 
条 件 〈S) 的， 故 A(a，o) 具 有 最 大 元 ， 

我 们 断言 : 

A(a, a)= XX, 
事实 上 ， 对 于 任意 的 zxEA 有 

(zx 亲 9) 冰 4=a 冰 4a=0， 
故 7 冰 4 三 aqg， 即 XEA(ag，aq). 而 

(a 六 0) 冰 4= 0 水 G= 0， 
故 a EA(a，a)。 因 此 ，A (a,，a) = XXX, 

由 于 A(a，a) 具 有 最 大 元 ， 而 A l(a，a) = X， 因 此 X 中 有 最 
大 元 。 所 以 ， 和 是 有 界 的 。 Q.E.D. 

对 十 具有 条 件 〈5) 的 BCI- 代 数 类 的 真 类 问题 ， 基 数 问题 和 
真子 类 问题 ， 我 们 有 下 列 结果 ; 

定理 6 ( 注 163] ”对 于 任意 的 基数 Y>0 存在 一 个 具有 条 件 
(5S) 的 BCI- 人 代数。 因此， 具有 条 件 (S》 的 BCI- 代 数 类 是 一 个 
真 类 . 具有 条 件 《53) 的 BCI- 代 数 类 是 BCI- 代数 类 的 一 个 真子 
类 ， 而 具有 条 件 〈(5S〉 的 BCK- 代 数 类 是 具有 条 件 《53〉 的 BCI- 
代数 类 的 一 个 真子 类 ， 

证 1) 由 于 例 1， 故 有 具有 条 件 《S〉 的 BCK- 代数 类 
是 具有 条 件 (5S)》 的 BCI- 代 数 类 的 一 个 子 类 。 由 例 4 和 例 5 知 ， 
具有 条 件 (3) 的 BCK- 代 数 类 是 具有 条 件 (3) 的 BCI- 代数 类 
的 一 个 真子 类 。 

2 ) 由 定理 I，6，5 知 ， 对 于 任意 的 基 数 ?>0 存在 一 个 基 
数 为 ? 的 具有 条 件 〈9) 的 BCK- 代 数 。 因 此 ， 对 于 任意 的 基数 
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?>> 0 存在 基数 为 » 的 具有 条 件 (S) 的 BCI- 代 数 。 

3 ) 由 2 ) 可 知 ， 具 有 条 件 〈(S) 的 BCI- 代数 类 是 一 个 真 
类 . 

4 ) 由 例 2 和 例 3 知 ， 具 有 条 件 (5) 的 BCI- 代数 类 是 
BCI- 代 数 类 的 一 个 真子 类 . Q.E.D. 

自然 ， 一 切 具 有 条 件 〈S) 的 真 BCI- 代 数 也 作成 一 个 类 。 对 
于 它 的 真 类 问题 、 基 数 问题 及 真子 类 问题 我 们 有 下 列 结果 ; 

定理 7 (入 164) ”对 于 任意 的 基数 之 1 存在 一 个 基数 为 ?的 
具有 条 件 〈S) 的 真 BCI- 代 数 。 因 此 ， 一 切 具 有 条 件 (S) 的 真 
BCI- 代 数 作成 一 个 真 类 。 一 切 具 有 条 件 (S) 的 真 BCI- 代数 作 
成 的 类 是 BCI- 代 数 类 的 一 个 真子 类 ， 也 是 具有 条 件 (S》 的 BCI- 
代数 类 的 一 个 真子 类 。 

证 1) 关于 基数 的 第 一 个 结论 可 由 下 面 的 引 理 1 和 引 理 2 
知 。 
2 ) 由 1 ) 可 知 ， 一 切 具 有 条 件 〈S) 的 真 BCI- 代 数 作成 一 
个 真 类 。 

3 ) 由 于 

具有 条 件 (S) 的 ”具有 条 件 (S) 的 ”具有 条 件 (S) 的 
BCI- 代 数 类 ”BCK- 代 数 类 “” 真 BCI- 代 数 类 ， 
故 具 有 条 件 〈S) 的 真 BCI- 代 数 类 是 BCI- 代 数 类 的 一 个 真子 类 ， 
也 是 具有 条 件 〈S) 的 BCI- 代 数 类 的 一 个 真子 类 。 
Q.E.D. 

下 面 ， 我 们 给 出 两 个 引 理 。 

引 理 1 ( 注 165)】 ”如果 《X， 水 ，0? 是 基数 为 的 有 界 的 具有 条 
件 (53) 的 BCK- 代 数 ， 且 4Y; 米 ，0 ) 是 它 的 一 点 扩张 ，Y = XX 
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U {a}，aSX， 则 当 |X| 之 8 。 时 ,《Y， 洲 ，0 > 是 基数 为 ?+ 1 的 
具有 条 件 〈>) 的 真 BCI- 代 数 ， 当 |Xi 宇 $8。 时, 《Y; 沙 ，0 是 
基数 为 y» 的 具有 条 件 (S〉 的 真 BCI- 代 数 ， 
证 由 定理 4 及 基数 的 运算 性 质 可 知 . 
Q.E.D. 
引 理 2 ( 注 165) ”对 于 任意 的 y 之 0 存在 基数 为 ?的 具有 条 件 
(5) 的 有 界 BCK- 代 数 。 
证 由 例 I.6.1，6，5，8 四 个 例子 可 知 。 
Q。E。D， 
4 。 具 有 条 件 (3) 的 BCI- 代 数 的 性 质 
与 定理 I， 6。7 的 证 明 完 全 一 样 地 可 得 下 列 ， 
定理 8 (K .lsiki， [21]。) 具有 条 件 (S) 的 任何 BCI- 
代数 《AX， 洲 ，0 > 是 关于 。 的 一 个 交换 的 半 群 即 〈X，0 ) 满 
足下 列 条 件 : 
1) Vzr，yEAX， ZOy EX, 
2) Vr，y，zEAX， (re。y)。z=zo(y。z)，(6) 


3) Vri, yEX, Toy=y°X, (7) 

此 外 ，。 是 这 个 半 群 中 的 一 个 恒 等 元 ， 即 
4) VriEX, 0 ox=zx°o。0=x, (8) 
Q.E.D. 


类 似 于 定理 .6。，8 的 证 明 可 有 下 列 ; 
定理 9 ( 注 166) 设 人 和 水， 0 ) 是 一 个 具有 条 件 (S》 的 BCI- 
代数 ， 则 对 于 任意 的 z，y， 成 立 
2Z 委 7y 二 Te2zSyoez Q。 上 上 上.。D。 (9) 
类 似 于 定理 T. 6.9 的 证 明 可 有 下 列 特征 性 质 ， 
定理 10( 注 167 ) 一 个 BCI- 代 数 (X， 灯 ,0) 是 具有 条 件 (S) 
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的 充 要 条 件 是 X 中 存在 一 个 二 元 运算 。 涉 足 
(Zz 六 y) 冰 z=ZX 六 (yy °。2)， QE.D. (10) 

类 似 于 对 定理 。，6。11 中 (16〉 的 证 明 有 下 列 ， 

定理 11( 注 158i ” 设 〈X 冰 ，0) 是 具有 条 件 (S〉 的 BCI- 代 
数 ， 则 对 于 任意 的 Tz，y，2z EX 成 立 

zx*y 志 (x*z2) 。(z 冰 y)， (11) 

我 们 还 有 下 面 一 些 结果 : 

定理 12 。 (KK.1seki，[21)。) 设 (X 水，0》 是 具有 条 件 

(3) 的 BCI- 代 数 ， 则 《<B(X)， 炒 ，0 ) 是 具有 条 件 (S) 的 BCK- 
代数 。 

证 我 们 只 用 证 B(X) 对 。 封 闲 即 可 . 事实 上 , 设 a, bE 
B(X)， 设 Cc =a。5。 由 于 a 六 a = 0 委 b， 故 ac 委 ao =c。 从 而 0 瓜 
0，4 委 CC， 故 0 三 c<， 即 c EB(X)，。 QE.:D。. 

类 似 于 对 定理 IT。10。12 的 证 明 我 们 有 下 列 ， 

定理 13( 注 169) ” 设 〈X， 六， 0 > 是 一 族 具 有 条 件 〈S) 的 BCI- 
代数 《Xo 阔 s， Oo 的 积 代 数 , 则 《和 5 水 ,0 ?也 具有 条 件 (S)， 而 
且 对 于 XX 中 的 任 二 元 素 f，g 有 

(fo9) (a) =f (a)og (a). Q.E.D. (12) 

定理 13 的 证 明 要 用 到 下 列 引 理 ， 它 本 身 是 积 代数 的 一 个 人 性 
质 ， 其 证 明 完 全 类 似 于 引 理 二 。10，4: 

引 理 3 ( 注 1701 设 尺 ， 灯 ,0 > 是 一 族 BCL- 代 数 〈(Xa 水 
Oo 《a ED 的 积 代数 。 对 于 X 中 的 任 二 元 素 广 和 g 成 立 

f<og iff Ya€l, f(a)<g(a): (13) 
Q.E.D. 

由 定理 190 可知、 具有 条 件 (S》 的 性 质 是 一 个 可 积 性 、 那 么 

它 龙 否 是 一 个 道 可 积 性 呢 ? 回答 是 肯定 的 。 类 似 于 定理 在 .10.13 
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的 证 明 我 们 可 有 直列， 
定理 14( 注 171) ”具有 条 件 〈3) 的 性 质 是 一 个 道 可 积 性 。 
Q.E.D. 


$4 BCI- 代数 的 根性 


在 环 论 中 根 和 根性 的 研究 是 很 重要 的 课题 ， 有 着 很 丰富 的 内 
容 ， 近 年 来 ， 一 些 作者 在 BCI- 代数 中 引进 了 根性 的 研究 (如 
[42J》 ， 增 添 了 BCI- 代 数理 论 的 内 容 。 在 本 节 中 ， 作 者 对 BCT- 
代数 的 根性 作 些 简单 的 介绍 。 显 然 ， 有 许多 概念 和 结果 也 是 对 
B(- 代 数 适 合 的 ， 作 者 不 在 这 里 一 一 效 述 了 。 

1 。R-BCI- 代 数 。 

设 R 是 BCI 一 代数 的 一 个 性 质 . 

定义 1 ( 注 172] 如果 BCI- 代 数 (X， 冰 ，0 ) 具 有 性 质 R， 则 
称 为 一 个 R-BCI- 代 数 ， 

我 们 假定 一 个 R-BCI- 代 数 (X 水 ，0 > 的 一 个 任意 的 同 构 
象 (X’; 水 "，07> 也 是 一 个 R-BCI- 代 数 , 即 在 BCI- 代 数 中 有 是 
一 个 同 构 不 变性 。 

定义 2 ' 渡 173] ”一 个 BCI- 代 数 (X 米 ，0 的 一 个 理想 工 被 
称 为 是 一 个 人 -理想 ， 如 果 

1) [是 XX 的 一 个 子 代 数 ，《〔 对 BCK 一 代数 而 言 ， 这 一 条 是 
不 用 写 出 的 ， 见 定理 8。，3。) 

2)《I; 六 ,0) 是 一 个 R-BCI- 代 数 .。 

为 了 方便 起 见 ， 我 们 引进 下 列 ， 

定义 3 ( 注 174; 在 BCI- 人 代数， 水 ，0 ) 中 一 个 理想 如 果 
还 是 子 代数 ， 则 被 称 为 X 的 理想 子 代数 。X 的 一 切 理想 子 代 数 作 
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成 的 集合 被 记 为 IDS(X)， 
定理 1 ( 注 175) 设 人 XI 洲 ，0 > 是 一 个 BC 代数 ， 则 
GEIDS(X)CID(X)CPX., (C1) 
证 后 二 包含 式 是 显然 的 。 由 于 B(X) EIDS(X)，。 故 1ID5S 
(入 ) 专人 所 
Q。E，。，D， 
(人 参看 定理 下 ,8.1 和 定理 和 夏 .6.3。) 
下 面 ， 作 为 人 -理想 的 例子 ， 我 们 给 出 两 个 结果 ， 
定理 2 ( 注 176j 设 (X; 阔 ，0、 是 (Gi, 3 m,n) 型 拟 可 
换 的 BCI- 代 数 。 则 vA EIDS(X)，A 是 一 个 (ji m，n) 型 拟 
可 换 的 理想 。 特 别 地 ，B(X) 是 一 个 G1，j; m，n) 型 拟 可 换 的 
证 由 定理 1。16 及 定义 2 知 。 Q.E.D，. 
定理 3 《 注 177] 设 人 xf 沙 ，0 > 是 只 有 条 件 〈S) 的 B CI- 代 
数 ， 则 BC(X) 是 XX 的 一 个 具有 条 件 〈9) 的 理想 。 
证 ”由 定理 3 .12 知 。 QEe.D: 
2 。BCI- 代 数 的 R- 根 。 
定义 4 ( 注 178) 设 《XX， 亲 ，0 是 一 个 BCI 一 代数 。 把 和 的 
一 切 R- 理 想 作成 的 集合 记 为 RI(X) 
定义 5(t179) 设 (X; 洲 ，0》 是 一 个 BCI 代 数 。 如 果 
3RC(X%X) (以 后 就 这 样 记 ) ERICX)，。， 使 得 v1IERI(X) 痢 有 I 
R(X)， 即 RI1(X) 中 存在 一 个 按 “ 呈 ”关系 的 最 大 元 素 R(X)， 
那么 称 R(X) 为 <X， 冰 ，0) 的 R 一 根 ， 或 简称 X 的 R- 根 ，。 
例 1( 注 180】 设 人 发 水，0 7》 是 任意 的 一 个 BCI-- 人 代数。 性 
不 下 取 为 ， 
R, 0 < 委 z。 (2 ) 
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则 RICX) 中 有 最 大 元 ， 即 有 R(X) = B(X) 。 我 们 把 性 质 (2) 
称 为 BCK- 人 性 或 非 负 性 ， 那 么 BCI- 代 数 (X， 米 ，0 ) 的 BCK- 想 
存在 ， 且 是 B(X)。 

4 定义 6( 注 181】 ”一 个 BCL- 代 数 (X， 水 ，0 > 被 称 为 是 及- 半 
单 的 ， 如 有 果 平 凡 理 想 {0 } 是 和 中 仅 有 有 -理想 。 

例 2 结合 的 BCI- 代 数 是 BCK- 半 单 的 。( 见 第 五 章 
《2。) 

例 3 如 果 一 个 BCI- 代 数 (X; 冰 ，0> 的 B(X)={0}, R 
为 可 换 性 ， 即 

民 ，Quoo(zyy) =Quyo(yyzy ) (3 ) 

则 XX 是 RR 一 半 单 的 

显然 ， 有 下 列 结果 ， 

定理 4 ( 注 182) ” 设 (X; 沙 ，0 > 是 一 个 BCI- 代 数 ，R 是 一 
个 性 质 。 那 么 人 是 及 - 半 单 的 当 且 仅 当 { 0 } 是 X 的 R-~- 根 RCXJ， 

证 “一 ”。 因 为 和 是 R- 半 单 的 , 故 ((0)) =RI(X)， 因 
此 ，R[X1={0). 

“=”。 因 为 {0) =R[EX]， 故 RI(X) = {{0)}， 由 定义 6， 
入 是 及 - 半 单 的 。 Q.:E.D. 

3 。 根 性. 

定义 7. 注 183) ”一 个 性 质 R 被 称 为 一 个 根性 ， 如 果 有 满足 下 
列 三 个 公理 ， 

山 一 个 人 R-BCI- 代 数 (X， 沙 ，0 > 的 每 个 同 态 象 (X’; 水 /， 
0 /> 仍 是 一 个 R-BCI- 代 数 。 

四 每 个 BCI- -代数 (X 水 ， 0 》 有 一 个 了 R 一 根 REX]。 

@ 商 代 到 CX/R[EXI]， 米 ，Co> 是 R- 半 单 的 ， 即 RCIX/R 
[X)= {C0}. 
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定义 8 ( 注 184) ”如 果 对 于 一 个 根性 R 和 一 个 BCI- 代 数 (Xi 

洲 ，0 ) 成 立 
REX] =X, (C4) 

那么 我 们 称 (X， 米 ， 0 ) 为 一 个 R 一 根 BCI- 代 数 ， 

下 面 我 们 介绍 BCI- 代 数 中 的 几 个 根性 。 

定理 5 ( 注 185) ”性 质 R 是 

R, (zx 冰 y) 冰 z= (zx 冰 2) 冰 y， (5) 

则 R 是 BCI- 代 数 的 一 个 根性 ， 县 征 意 的 BCI- 代 数 (X， 冰 0) 都 
是 一 个 R 一 根 BCI 一 代数 。 

证 1) R 实 际 上 是 任 一 BCI- 代 数 记 具有 的 性 质 , 故 公 理 @ 
显然 成 立 。 

2 ) 设 (X， 洲 ，0 是 任 一 BCI- 代 数 ， 则 REX] =X， 从 而 
公理 @@ 和 本 定理 的 第 二 个 结论 为 真 。 

3 ) 设 ( 义 ， 冰 , 0) 是 任 一 BCI- 代 数 ， 则 商 代数 XAREX] = 
{Cu}， 从 而 (XRCX]， 米 ，Cu》 显 然 是 R- 半 单 的 。 

Q.FE.PD。 

一 般 地 ， 完 全 一 样 地 证 明 ， 我 们 可 有 下 列 ， 

定理 6 ( 注 186) ”如 果 性 质 R 是 任何 BCI- 代 数 所 具有 的 性 质 
《如 我 们 在 第 三 章 $ 2 中 所 得 到 的 任何 一 个 性 质 ) ， 则 R 是 BCI- 
代数 的 一 个 根性 ， 且 任意 的 BCI 一 代数 4(X， 米 ，0 都 是 一 个 R- 
根 BCI- 代 数 ， Q.E.D. 

除 此 之 外 ， 我 们 在 这 里 再 介绍 一 个 根性 . 

定理 7 (种 天 德 ，[42]，) BCLK- 性 是 一 个 根性 。 

证 ”我们 分 别 证 明 如 下 ; 

1 ) 验证 公理 @ 成 立 。 设 (X， 米 ，0 是 具有 BCK- 性 的 
一 个 BCI- 代 数 ， 则 它 是 一 个 BCK -代数 ， 而 其 局 态 象 自然 是 一 
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个 BCK- 代 数 。 事 实 上 ， 设 /是 BCK- 代数 人; 米 ，07》 到 
BCI- 代 数 (X7 六/ 07 上 的 一 个 同 态 映射 ,对 任意 的 ZE 
X’。 任 取 xEX,， 使 (x) =z' 。 由 于 《XI 沙 ，07> 是 BCR - 代 
数 ， 故 
0 水 T= 0， 

从 而 

0 水 ‘zx’ =f(0) 冰 'f(xz)=f(0k*7)=/(0)=0'， 
故 
0 7 <21， 
因此 KA '; 冰 ，0 是 一 个 BCRK -代数 。 

2 ) 验证 公理 他 成 立 。 这 由 例 1 而 知 。 

3 ) 验证 公理 加 成立。 这 由 下 列 引 理 可 知 。 Q .下 上.D， 

引 理 1 设 《X， 沙 ，0》 是 任 一 BCI- 代 数 ， 则 商 代 数 (X/ 
BC) 水，Co> 的 BC 了 -部 分 B CX/B(X)〉 = 《Co)， 

在 证 这 个 引 理 之 前 ， 我 们 先 给 出 下 列 ， 

引 理 2 ” 设 人 ^ 水 ，0》> 是 任 一 BCI- 代 数 , 则 在 商 代 数 (X 
B(X)， 冰 ，Co) 中 有 

Co=B(X). (6) 
证 ”由 定理 于 9.4 的 1) 知 CCB(X)， 
设 z 是 B(x) 中 的 任 一 元 素 。 则 
0 冰 Z=06ED(X)，r 沙 0 =rEB(X), 

放 z 一 0， 即 zELo。 从 而 B(X)EC。。 

因此 ，C。 = B(X). QE.D. 

证 明 引 理 1 显然 (CoEB(GOXABGCX))。 设 CEB(X 
BCX))。 则 

Coxx= Co 冰 C:= Co 
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故 0 六 zxEC, =B(X)。 于 是 
0 阔 (0 冰 z) =0。 
于 是 ， 
0 冰 z=(0 冰 (0 冰 7)) 冰 r= 0， 
后 一 等 式 是 由 于 公理 IT- 2。 因 此 ，zEB(CX) = C6, 从 而 Cx = Co. 
所 以 ， 
B(X/B(X)) = (Co)。 QE.D. 
易 知 ， 成 立 下 列 : 
定理 8 ( 注 187) 设 尺 ; 六 ，0 > 是 一 个 BCI- 代 数 ， 则 它 是 
一 个 BCEK- 根 BCI- 代 数 的 充 要 条 件 是 它 是 一 个 BCK- 代 数 。 
证 “一 ”。 设 人 和 沙 ，0》 是 一 个 BCK- 根 BCI- 代 数 ， 邵 
设 R 为 BCK- 性 ， 则 
RCX] =X. 
从 而 X 满 足 非 负 性 (2) ， 此 (X， 米 ，10 ) 是 一 个 BCK- 代 
数 . : 
“<”。 设 (人 X 水 ，0 是 一 个 BCK -代数 ， 则 B(X) =X， 
从 而 由 例 1 知 ，RCX]=X， 其 中 RR 是 BCK- 性 ， 所 以 ，《〈Xs 
洲 ，0 是 一 个 BCK- 根 BCI- 代 数 。 Q.E.D. 
从 这 些 结果 我 们 可 以 清楚 地 看 出 ， 根 和 根性 的 研究 不 仅 丰 富 
了 BC 二 代数 理论 的 研究 ， 而 且 加 深 和 促进 了 有 关 离 代数 的 研 


完 。 
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第 五 章 ”结合 BCI- 代 数 


在 第 四 章 中 我 们 简单 地 介绍 了 BCI- 代 数理 论 中 的 几 个 专 
题 。 在 本 章 中 我 们 将 介绍 BCI- 代 数理 论 中 一 个 重要 的 专题 -一 一 
结合 BCI- 代 数 及 其 推广 的 问题 ， 这 个 专题 是 由 作者 和 K。Tsé ki 
一 起 提出 的 《〈 见 [27]) ， 许 多 中 国 作者 投入 了 这 一 方面 的 工作 ， 
取得 了 很 多 成 果 。 


$1 结合 BCI- 代 数 的 概念 


1980 年 ， 作 者 与 KK。Iseki 一 起 讨论 了 在 BCI- 代 数理 论 中 引 
进 结合 性 的 问题 。 我 们 讨论 的 -一 部 分 成 果 发 表 在 日 本 的 Math -。 
sem。Notes 上 ， 即 [27]。1982 年 ， 作 者 与 K .Isski 在 中 国 的 《 科 
学 通报 》 上 发 表 了 [28]。 我 们 在 结合 BCI- 代 数 方面 的 这 一 部 分 
工作 已 引起 了 国内 、 外 有 关 方 面 的 人 士 的 注意 ， 美 国 的 Math . 
Review 杂志 作 了 评论 ， 西 德 的 Zent。Math， 杂志 请 作者 写作 
者 摘要 并 发 表 了 它 〈 见 [30]) ， 国 内 有 一 些 人 对 此 项 工作 有 兴 
趣 ， 并 以 此 为 基础 作出 了 很 多 工作 ， 还 有 一 些 学 者 对 这 项 工作 很 
支持 ， 给 以 较 高 的 评价 ， 

我 们 在 本 节 中 先 介绍 一 下 结合 BCI- 代 数 的 概念 。 

1 。 结 合 BCI- 代 数 的 概念 : 

结合 BCI- 代 数 ， 即 为 满足 结合 律 的 BCI 一 代数 ， 具 体 定 义 
为 
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定义 1 ( 注 188】 ”一 个 BCI- 代 数 (X， 米 ，0 如果 满 足下 列 

条 件 
(T 冰 y) 炒 z=X 冰 (vy 灯 2)， C1) 

则 称 为 结合 的 BCI-- 代 数 ， 或 称 它 为 具有 结合 性 的 。 

2 。 结 合 BCI- 代 数 的 存在 

具有 结合 性 的 BCI- 代数 是 否 存 在 呢 ? 我 们 的 回答 是 肯定 
的 ， 即 有 有 下列， 

定理 1 ( 注 189) ”存在 结合 的 BCI- 代 数 。 

证 ”可见 下 列 例 1 一 例 3 。 

Q.E.D. 
例 1 设 X={0}，X 中 的 二 元 运算 冰 由 下 表 给 出 ， 


则 <X， 米 ，0 > 是 平凡 的 BCK- 代 数 ， 也 具有 结合 性 .。 
例 2 设 X=(0，a}，X 中 的 二 元 运算 闵 由 下 表 给 出 ， 


| 
0 | 0 a 
a | a 0 


如 < 和 AX， 米 ，0 是 一 个 真 BCI- 代 数 ， 也 具有 结合 性 。 
例 3 设 X=(40,1,2,3,4,5,6,7},，'X 中 的 二 元 运 


算 米 由 下 表 给 出 ; 


XK 
全 
Ln 

| ie 
， 
i 
ci 
| 
~ 


0 0 123456 
1| 10 325 476 
2 230 16745 ,| 
3.32107654 
4 4 5670 123 
5| 5 476 10 32 
6|6745 2301 
7|76 543210 


则 <X， 冰 ，0) 是 一 个 真 BCI- 代 数 ， 且 具有 结合 性 :。 

应 当 说 ， 结 合 BCI- 代 数 是 很 多 的 ， 我 们 还 可 以 给 出 一 大 类 
结合 的 BCI- 代 数 ，。 

例 4 设 (入 ， 六 ) 是 一 个 对 合群 ， 且 以 0 为 恒 等 元 ,， 由 定 
理 W，1 .3 知 ，《<X， 灯 ,0) 是 一 个 BCI- 代 数 .。 由 于 群 (X， 
冰 ) 中 结合 律 是 成 立 的 ， 故 <X， 灯 ，0) 具 有 结合 性 ，。 

在 下 一 节 中 我 们 将 要 看 到 ， 上 述 命题 的 逆 也 是 成 立 的 。 

我 们 还 要 指出 一 点 ， 存 在 非 结合 的 BCI- 代 数 。 

例 5 设 入 ={0,1),x 中 的 二 元 运算 玉 由 下 表 给 出 ; 


| 9 1 
0100 > 
1| 1 0 


则 《< ， 米 ，0》 是 一 个 BCK- 代 数 ， 它 不 具有 结合 性 、 事 实 上 ， 
(1 水 1) 冰 1=0 冰 1= 0， 
1 水 (1 水 1)=1 水 0 =1。 
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例 6 设 X={10，1，c}，X 中 的 二 元 运算 水 由 下 表 给 出 : 


一 
pt 
be 
Ee] 


则 <X， 米 ，0 是 一 个 真 BCI- 代 数 ， 但 不 具有 结合 性 ， 
例 7 设 X={0，1，2，3),， 入 中 的 二 元 运算 水 由 下 表 给 
出 ; 


[> 
E+ 
ED 一 


多 


则 《Xi 米 ，0 是 一 个 真 BCI- 代 数 ， 而 不 具有 结合 性 ， 事 实 
上 ， 
(1 冰 2) 冰 3 =3 沙 3= 0， 
1 冰 (2 阔 3)=1 阔 3=2。 
3 。 结 合 BCI- 代 数 类 。 
我 们 再 来 看 一 个 结合 BCLI- 代 数 的 例子 。 
例 3 设 ^ 是 一 个 非 空 集合， 例 下 "1 .4 指出 《〈 工 (人 ); 
和信， 名 ) 是 一 个 真 BCI- 代 数 。 由 集合 论 可 知 ， 对 于 任意 的 A， 
B，CCP(X)， 则 : 
(AAB)AC= AA(BAO), 
故 《P(X); 从, 名) 是 一 个 结合 的 BCI- 代 数 。 
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现在 ， 我 们 可 以 得 到 下 列 结果 ， 
定理 2 ( 注 190) 一切 结合 的 BCI- 代 数 作成 BCI- 代 数 类 的 一 
个 真子 类 ， 且 在 GC 也 下 ， 结 合 BCI 一 代数 类 是 一 个 真 类 , 
证 对 于 任意 的 基数 a 〈 若 a 是 无 限 基数 ， 则 视 a 为 初始 序 
数 ) ， 信 
Xa = {序数 :0<c)》， 
则 《P(X%。)，; 人， 人 是 一 个 结合 的 BCI 一 代数 。 这 样 ， 易 知 ， 一 
切 结 合 BCI 一 代数 作成 一 个 真 类 .4 。 
由 于 A 与 一 切 BCI 一 代数 作成 的 类 ， 且 由 于 非 结 合 的 BCI 一 
代数 的 存在 ， 故 .# 是 BCI 一 代数 类 的 一 个 真子 类 ， 
Q.E.D. 
我 们 容易 证 明 下 列 ， 
定理 3 ( 注 191) 结合 BCI 一 代数 是 (1，0; 0，0) 型 拟 
可 换 的 ， 也 是 (0，1 0 ，0) 型 拟 可 换 的 ， 
证 设 (X 洲 ，0》 是 任 一 结合 的 BCI 一 代数 ，z，y 是 它 的 
任 二 元 素 。 因 为 
(Z 米 人 z 阔 3)) 洲 (z 米 y) =Z 沙 ((z 玉 妇 水 (z 沙 切 ) 
= 了 I 阔 0 =2， 
yy 六 《3 水 Z) = (y 冰 ) 冰 X= 0 阔 工 =z， 
后 一 等 式 用 到 了 我 们 将 在 8 2 中 给 出 的 结合 BCI- 代 数 的 一 个 性 
质 ，0 米 z=z。 这 样 ， 我 们 已 经 证 得 了 
Qo (x,y) =Qu,(y，z) 。 (2) 
因此 ，<X; 洲 ，0> 是 (1，0 0，0) 型 拟 可 换 的 . 
又 因为 
(zx 水 《x 米 y)) 冰 (y 冰 7) = ((x 亲 x) 炒 (y 水 y)) 冰 工 
= 0 冰 并 =2 
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Qu (zyy) =Qoyo(yyZ) (3 ) 
因此 ，《X 水 ，0 > 是 (0，1; 0，0) 型 拟 可 换 的 。 
Qe.E.D. 
存在 (1，0; 0，0) 型 拟 可 换 的 、 非 结合 的 BCI- 代 
数 , 如 在 例 6 中 给 出 的 BCI- 代 数 《X， 米 ，0> 。 我 们 可 以 有 下 列 ; 
定理 4( 注 192} GCH. 一 切 (1,，0; 0，0) 型 拟 可 换 的 
BCI- 代 数 作 为 一 个 真 类 ( 称 为 《1，0; 0，0) 型 拟 可 换 BCI- 
代数 类 的 一 个 真子 类 ) 一 切 结合 BCI- 代 数 作 成 的 类 ( 称 为 结 合 BC 
-代数 类 ) 是 (1，0，0，0) 型 拟 可 换 BCI- 代 数 类 的 一 个 真子 类 。 
证 。 由 定理 3 及 定理 2 知 ， 结 合 BCI- 代 数 类 被 包 仿 在 《1， 
0 ; 0，0) 型 拟 可 换 BCI- 代 数 类 之 中 ， 由 例 6 ， 这 个 包含 是 
真 包含 。 因 此 ， 结 合 BCI~ 代数 类 是 C1，0; 0，0) 型 拟 可 
换 BCL- 代 数 类 的 一 个 真子 类 。 又 因为 纯 高 型 拟 可 换 BCI- 代 数 的 
存在 《 见 例 玉 ,1 .4) , 故 (1i，0 0，0 ) 型 拟 可 换 BCI- 代 数 类 
又 是 BCI- 代 数 类 的 真子 类 . 
QE.D:. 
注 这 个 定理 的 第 一 个 结论 加 强 了 定理 W .1。8 。 由 这 个 定 
理 可 知 下 列 关 系 表 ; 


结合 BCI _(1， 03 0， 0) 
-代数 类 拟 可 换代 数 类 
拟 可 换 


BCI- 
让 数 类 = 代数 类 。 


好 去 


及 后 一 个 包含 式 是 否 真 包含 呢 ? 这 是 尚 不 知道 的 一 个 问题 ， 
即 下 列 : 
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问题 ( 注 193) ”存在 非 拟 可 换 的 BCK- 和 和 BCL 代数 吗 ? 
4 。 同 态 和 结合 BCI- 范 畴 . 
关于 同 态 我 们 有 下 列 结果 ; 
定理 5 ( 注 190 ” 设 / 是 结合 BCI- 代 数 (X: 水 ，0》 到 BCI- 
代数 《<Y，; 和 人，0》〉》 上 的 一 个 同 态 对 应 ， 则 (Y，; ,90》 是 结合 
的 . 
证 设 y1，y;，》s 古 Y 中 的 任意 三 个 元 素 ， 由 于 /是 满 的 ， 
故 3ziEXx(G=1，2，3) 使 
fT) =yi 1=1, 2，3。 
由 于 入 是 结合 的 ， 故 
《4y1 水 yz) 人 ys = (1 zz) 人 zs)) 人 (zs) 
=f (zx*7,) 人 f(r) 
=f((r1 冰 x,) 冰 x3) 
=f(z1 灯 (xz, 冰 X3) 
= (71) 人 f(z,*zs) 
=f (71) A 人 (fr,) Af (zs)) 
=y1 人 (yz 人 yas)。 
因此 ，《Y， 人 ,0 是 结合 的 。 
Q.E。D， 
推论 六 1951 ”对 于 BCI- 代 数 来 说 ,结合 性 是 同 态 不 变性 和 反 
构 不 变性 。 
Q.E.D. 
注 ”结合 性 并 不 是 同 态 下 的 北 不 变性 ， 即 结合 BCI- 代数 的 
满 同 态 原 象 不 必 是 结合 的 。 西 北大 学 数学 系 八 〇 级 学 生 李 金龙 提 


， 供 了 下 列 反 例 : 


例 9 设 和 ={10，1，2)，X 中 的 二 元 运算 六 如 下 表 : 
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则 《<X， 冰 ，0 > 是 一 个 BCI- 代 数 ， 但 不 是 结合 的 。 
设 Y = {09,a}，Y 中 的 二 元 运算 人 如 下 表 所 示 : 


人 0 a 
9 b a 
a la 0 ， 
则 CY， 人，0》 是 一 个 结合 的 BCI- 代 数 、 
命 
f: 大 一 一 了， 


0 F- 一 > 0 1 一 >0， 2 上 > CQ， 
则 了 是 由 (人 %， 冰 ，0 > 到 CY; 人 ， 峭 上 的 一 个 同 态 。 
定理 6 \ 注 196) 一切 结合 BCI- 代 数 与 结合 BCI- 代 数 之 间 的 
同 态 作成 一 个 范畴 ， 称 为 结合 BC 代数 范 上 时， 它 是 BCI- 代数 范 
了 睹 的 一 个 子 范畴 。 Q.E.D. 


$2 结合 BCI[- 代 数 的 性 质 (I) 


这 一 节 我 们 来 讨论 一 下 结合 BCI- 代数 的 一 些 性 质 ， 主要 是 
[28] 中 的 一 些 结果 。 
1 ，BCLK-- 部 分 。 
对 于 结合 的 BCI- 代 数 来 讲 ， 其 BCK- 部 分 特 别 简 单 ， 我 们 
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有 下 列 ， 
定理 1 ( 注 197) 设 〈 和 ; 阔 ， 0 > 是 结合 的 BCI- 代 数 ， 则 


Bl(X)={0}. (1) 
证 显然 ，{(0 ?ESEB(GX)。 设 xzEB(C<)， 则 
0 阔 Z=10。 (2) 
因此 ， (zk*z) 冰 zx=0. 
由 于 结合 侍 成 并 ， 故 ， 
YX 冰 (Z 阔 ZJ) = 0， 
即 有 
7 阔 0 =0。 《3 ) 
由 于 (42) 和 (3) 此 成 立 , 据 公 理 1-4 知 ，x=0， 从 而 
B(X) = {0}. Q.:E.D. 


推论 1 ( 注 198)】 设 <X; 沙 ，0 是 一 个 BCK- 代 数 . 则 《六 
沙 ，0 是 结合 的 当 且 仅 当 入 =《0 )。 

证 “< 和”。 平 凡 的 BCKR- 代 数 显 然 是 结合 的 。 

“全 ”。 设 (X， 水 ，0 > 是 结合 的 BCK- 代数 。 从 而 它 是 结 
合 的 BCI- 代 数 。 故 B(X) = 0， 另 一 方面 ， 由 于 它 是 BCEK- 代 数 ， 


故 B(X) = 和 闪 。 从 而 人 ={0)。 Q. E. D. 
推理 2 一 个 非 平凡 的 结合 BCI- 代 数 必 是 真 BCI- 代 数 ， 
Q.E.D:. 


这 样 ， 我 们 可 以 清楚 地 看 出 ， 在 BCK- 代 数理 论 中 没有 必 

要 研究 结合 性 ， 因 为 具有 结合 性 的 BCK -代数 只 有 平凡 的 BCK- 

代数 一 个 ， 也 可 以 说 ， 结 合 性 是 BCI- 代 数理 论 中 研究 的 一 个 

对 象 . 这 一 点 与 第 四 章 中 研究 的 拟 可 换 性 及 具有 条 件 (S) 的 性 

质 是 不 问 的 ， 这 是 研究 结合 性 的 作用 之 一 。 应当 说 ， 在 结合 性 

出 现 以 前 ，BCI- 代 数理 论 只 是 作 着 推广 的 工作 ， 看 BCK- 代 
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数理 论 中 哪些 性 质 可 推广 到 BCI- 代数 理论 中 ， 比 如 拟 可 换 性 及 
具有 条 件 〈S) 的 性 质 等 。 而 结合 性 是 第 一 个 属于 BCi- 代数 理 
论 所 固有 的 性 质 。 而 这 正 反映 了 BCI- 代数 本 身 的 特点 和 生命 
力 。 
2 。 结 合 BCI 一 代数 的 一 条 重要 性 质 . 
我 们 现在 来 给 出 结合 BCI- 代数 的 一 条 重要 性 质 ， 它 也 是 我 
们 在 前 面 几 次 提 到 过 的 ， 即 下 列 ， 
定理 2 ( 注 1997 ” 设 人 X， 阔 ，0 是 一 个 结合 的 BCI- 代数 ， 
则 对 于 任意 的 XEX 成 立 : 
0 x=z, (4) 
证 因 VzEX, 有 。" 
rz 水 0 =7。 
从 而 ， 对 于 任意 的 zEX 有 
7Z 阔 2=(Z 冰 10) 六 z=z 阔 (0 六 z)， (5) 
一 等 式 用 到 了 结合 性 。 在 “5 ) 中 命 z>=z， 则 有 
Z 水 (0 沙 z) =z 冰 z= 10。 (6) 
男 一 方面 ， 我 们 有 
(0 冰 z) 冰 z= 0 冰 (x 冰 zz)=0 水 0=0， (7) 
由 于 (6) 和 (C7) 同时 成 立 ， 改 由 公理 I-~4 知 有 0 六 zx 
二 XxX, QeE.e.D.: 
从 定理 2 我 们 可 以 知道 ， 对 于 一 个 有 限 结合 的 BCI- 代数 来 
说 ， 其 乘法 表 的 第 一 行 与 上 面 的 元 素 一 样 ， 0 水 z=z。 又 因为 
、z 六 0 =z， 故 第 一 列 与 第 一 行 元 素 是 对 称 的 。 
这 样 ， 如 果 CX， 米 ，0 > 是 一 个 有 限 的 结合 的 BCI- 代 数 ， 
根据 上 述 性 质 ， 再 根据 x 冰 x = 0 ， 我 们 可 以 把 乘法 表 记 述 于 
下 |， 
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[00 下 6 
010. Oo 。 了 . 
a a 0 

b|56b 0 


下 面 我 们 还 将 述 出 这 个 乘法 表 中 其 它 位 置 的 元素 的 一 些 特 
点 。 

3 . 与 群 的 关系 . 

结合 BCI- 代 数 与 群 有 着 密切 的 关系 ， 我 们 先 有 下 列 : 

定理 3 E200” ” 设 (X， 冰 ，0 是 一 个 结合 的 BCI- 代 数 ， 则 
(X， 冰 ) 是 具有 恒 等 元 0 的 一 个 半 群 。 

证 显然 X 对 水 是 封闭 的 ， 且 满足 结合 律 ， 故 〈X， 水 ) 
是 一 个 半 群 。 另外， 对 于 任意 的 zEX， 由 定理 十 。 2。6 知 

2Z 冰 0 = 《8 ) 


此 


由 定理 2 知 
0 阔 2=27。 
因此 ， 0 是 半 群 (和 ， 沙 》 的 一 个 恒 等 元 。 Q.E.D, 
进一步 ， 我 们 可 有 下 列 结果 ， 

”定理 4 (六 201) 设 (X， 水，0 是 一 个 结合 的 BCI- 代 数 ， 
则 (XX， 米 〉 是 以 0 为 恒 等 元 的 每 个 元 素 丝 为 对 合 的 群 〈( 即 对 合 
群 ) 。 

证 因 <X; 水 ，0) 是 一 个 BCI- 代 数 ， 故 由 工 -3 知 ， 对 于 

任意 的 CX 有 
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7 冰 z= 10。 (9) 

此 式 表 明 ， 对 于 X 中 的 任意 一 个 元 素 z, 丝 以 x 自身 为 逆 元 ， 再 据 
定理 3 而 知 ，(X， 炒 ) 是 一 个 群 ， 另 一 方面 由 《9) 亦 知 ， 
X 中 每 一 元 素 丝 为 对 合 。 Q.:E.D-. 

由 此 ， 我 们 可 知 成 立 下 列 ， 

定理 5 人 注 202) 《Xi 洲 ，0 > 是 一 个 结合 的 BCI- 代数 所 之 
( 怀 ， 炒 ) 是 以 0 为 恒 等 元 的 对 合群 。 

证 “一 ”。 由 定理 4 知 。 

“<”， 由 和 定理 W。， 1 。 3 知 ， 如 果 (和 A， 水 ) 是 以 0 为 恒 
等 元 的 对 合群 ， 则 (X， 水 ， 0 是 一 个 BCL- 代 数 。 由 于 群 满足 
结合 律 ， 故 《X， 冰 ，0) 是 一 个 结合 的 BCI- 代 数 . 

Q-.E.D. 

这 样 ， 我 们 就 把 结合 的 BCI- 代 数 与 对 合群 等 同 了 起 来 ,我们 
研 实 结合 性 的 第 二 个 作用 在 于 ， 把 BCI1- 代数 与 群 论 联系 了 起 
来 。 这 不 仅 开 拓 了 研究 BCI~ 代数 的 一 个 方向 ， 而 且 使 我 们 可 以 
用 群 论 的 观点 来 进一步 研究 结合 的 BCI- 代 数 和 其 它 的 BCI- 代 

4 。 结合 BCi- 代 数 的 几 个 特征 性 质 

在 本 节 的 最 后 ， 我 们 给 出 结合 BCI- 代数 的 几 个 特征 性 质 
定理 5 实际 上 正 是 结合 BCI- 代 数 的 一 个 特征 , 它 是 以 对 合群 来 表 
征 的 。 自 然 地 ， 我 们 可 以 表述 于 下 : | 

定理 6 (站 ?289) 设 (X， 冰 ，0) 是 一 个 (2，0) 型 的 代 
数 ， 则 《xf 米 ，0 > 是 一 个 结合 BCI 一 代数 的 充 要 条 件 是 它 满足 
下 列 条 件 ， 

1) (XT 冰 VYV) 守 = 二 Tk 水 (y 冰 2)， (10) 
2) 0 水 X=X， (4) 
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3) 7z 洲 0 =2， (8) 
4) zx*r=0., (9) 

证 “一 ”， 显 然 。“< 和 ”。 因 (人 水 ，0 > 是 一 个 (2，0) 
型 的 代数 〈 从 而 X 对 运算 米 封 闭 ) ， 且 满足 条 件 1) 一 4) ， 及 
0 EX， 因 此 〈Xy 米 ) 是 一 个 对 合群 ， 且 以 0 为 恒 等 元 。 由 定 
理 5 知 ，《<X，; 洲 ，0 :是 一 个 结合 的 BC 一 代数 。 

Q.E.D。 

这 里 需要 对 这 方面 的 有 关 问 题 作 两 点 说 明 ， 

注 1 定理 5 一 方面 以 对 合群 表征 了 结合 的 BCI- 代 数 ， 另 
一 方面 又 以 结合 BCI- 代 数 表征 了 对 合群 。 这 样 ， 我 们 又 可 以 得 
到 对 合群 的 许多 性 质 ， 如 BCI- 代 数 所 具有 的 性 质 ( 见 第 三 章 82) 
和 结合 BC 二 代数 所 具有 的 性 质 。 

注 2 定理 6 用 四 个 等 式 表征 了 结合 BCI- 代 数 。 大 家 知道 ， 
定理 WN。 2。3 .指出 了 、 结 合 BCI- 代 数 类 是 1séki 意义 的 BC1- 
代数 簇 的 一 个 真子 类 。 记 今 ,，“ 一 切 BCI- 代 数 的 类 是 否 一 个 艇 ” 
的 问题 前 未 解决 。 这 里 ， 定 理 6 实际 上 给 了 这 个人。1séki 提出 的 
一 般 的 艇 论 间 题 以 部 分 解决 ， 即 我 们 有 下 列 ， 
定理 7\ 注 204， ”一切 结合 BC 一 代数 的 类 是 一 个 篮 。 
Q。. 了 上 。D，。 

下 面 我 们 再 给 出 结合 BCI- 代数 的 几 个 特征 。 定 理 2 中 我 们 
曾 得 到 了 结合 BCI- 代数 的 一 个 重要 性 质 ， 0 冰 z =z。 现 在 ， 我 
们 要 指出 ， 这 个 性 质 是 结合 性 的 一 个 特征 ， 即 有 下 列 ， 
定理 8 (入 205) 设 ( 人 发 洲 ，0》 是 一 个 BCI- 代 数 ， 则 下 列 条 
件 等 价 ; 

1 ) 是 结合 的 ， 即 〈10) 成 立 。 

2) 0 水 T=X， YrEX, 《4) 
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$) z 阔 y = 3 水 Z，Yzs y€X, (11) 
证 1) 二 2) ， 由 定理 2 给 出 。 
2) 全 3) 。 由 公理 1 一 1 有 | 
((0 洲 Z) 水 (0 洲 y7)) 冰 (7y 冰 ZJ] = 4。 


由 〈4 )》 即 知 

(xz 六 y) 冰 (y*z?)=0。. (12) 
同 理 〈 将 zx 与 y 互 换 ) 又 有 

(> 水 z) 沙 (z 冰 妨 = 0， (13) 
由 于 〈12) 和 (13) 同时 成 立 ， 据 公理 1-4 而 有 (11) 成 


3) 二 1) 。 我 们 据 3 ) 和 BCI- 代 数 的 性 质 可 有: 

z 冰 (y 冰 2z) = (y 冰 2) 炒 z=(y 闵 7?) 冰 2= (x 冰 》) 闵 z。 
这 就 得 到 了 结合 律 (10) 。 Q.E。D。 
注 我 们 研究 结合 性 的 第 三 个 作用 在 于 :， 我 们 得 到 了 结合 性 
”的 两 个 特征 ， 公 式 (4 ) 和 〈11》 。 这 样 ,我 们 没有 必要 在 BCI- 
代数 理论 再 专门 研究 具有 性 质 (4) 和 (11)》 的 BCI- 代数 。 另 一 
方面 ， 和 结合 性 一 样 ， 性 质 (4 〉 和 (11) 是 BCI- 代数 所 固有 的 
上 竹 质 。 即 就 是 ， 我 们 有 下 列 ， 

定理 9 ( 注 206) BCK-- 代 数 (X， 冰 ，0) 具有 人 性质 (4) 或 
“(11) 的 充 要 条 件 是 它 是 平凡 的 ， 即 X= (0)， 

证 ”由 定理 8 及 定理 1 的 推论 1 知 . QE.D. 

注 我们 把 公式 (11) 

Tz 水 y= yY 冰 了 

又 称 为 对 运算 炒 交 换 的 ， 或 简称 运算 交换 的 ( 注 207] 。 由 定理 9 指 
出 ， 运 算 交 换 性 对 BCK- 代 数 来 讲 没 有 什么 意义， 只 有 平凡 的 
BCK- 代 数 才 具有 (这 一 点 我 们 在 定理 I，2，…，2 中 已 指出 )， 而 对 
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和 BCI- 代 数 来 讲 ， 运 算 交 换 性 是 一 个 固有 的 性 质 ， 但 由 定理 8 
知 ， 它 与 结合 性 等 价 。 故 一 般 说 来 ， 我 们 在 BCI- 代 数 中 也 不 必 
专门 研究 它 ， 还 要 说 明 的 是 ， 结 合 BC 本 代数 具有 运算 交换 性 是 
十 分 自然 的 ， 因 为 从 群 论 的 角度 来 看 ， 对 合群 是 一 个 交换 群 〈 兄 
定理 1I1.3。5) 。 

我 们 研究 结合 BCT- 代数 的 第 四 个 作用 在 于 ， 由 此 得 到 了 很 
多 结果 ， 和 解决 或 部 分 地 解决 一 些 问题 ， 例 如 定理 7 以 及 下 一 节 的 

些 结 果 。 而 我 们 研究 结合 BCI- 代数 的 第 五 个 作用 在 于 ， 产生 
了 一 批 更 广泛 的 结果 。 而 丰富 和 发 展 了 BCI- 代数 理论 ， 例 如 广 
义 结合 性 等 的 产生 。 这 些 内 容 我 们 将 在 以 后 几 节 中 分 别 介绍 。 


$3 结合 BCI- 代 数 的 性 质 ( 了 ) 


我 们 在 8 2 中 介绍 了 结合 BCI- 代 数 的 性 质 ， 并 且 顺便 地 提 
出 了 研究 结合 性 的 五 个 主要 作用 。 在 本 节 中 ， 我 们 继续 来 讨论 结 
全 CT 代表 的 一 此 性质 

.等 价 定义 。 

让 2 中 给 出 了 结合 BCI- 代 数 的 几 个 特征 或 等 价 条 件 ， 
本 节 中 我 们 再 给 出 结合 BCI- 代 数 的 等 价 定义 。 

定理 1 (ia (2 ，0 ) 型 的 代数 (X， 水 ， 0 > 是 结合 的 
BCI- 代 数 当 且 仅 当 (X， 沙 ， 0 > 满足 下 列 条 件 : 


1 ) z 阔 zZ= 0， 《1) 
2 ) zk 冰 y= y 阔 z= 0 之 7Z= y， (2 ) 
3 ) (Zz 水 y》) 冰 2= (zx 冰 z) 冰 y。 (C3) 
4 ) (zx 水 y) 冰 2=X 冰 (y 水 2)、 (C4) 


证 “之”。 这 是 显然 的 ， 
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《<:”， 据 定理 下 .2。8 ， 我 们 只 要 证 1 一 1 满足 即 可 。 为 
此 ， 我 们 计算 如 下 : 
(《ZX 冰 》) 冰 (Xz 浆 2)) 灯 (2z 水 》) 
三 《(《ZX 水 了》) 水 7) 冰 ((z 冰 2z) 闲 >》) 
三 《(T 冰 7) 冰 y) 水 《((z 亲 2) 冰 》) 
=《0 冰 y) 冰 (0 冰 y) 
= 0 。 Q. E, bD。 
由 此 我 们 立即 得 到 下 列 关于 对 合群 的 一 个 特征 ， 
定理 2 [ 注 209j 设 入 是 一 个 非 空 集合 ，0 EX， 且 X 对 二 元 
运算 水 封闭， 则 〈(X， 灯 ) 是 以 0 为 恒 等 元 的 对 合群 的 充 杰 条 件 
是 它 注 足 (1)，(2)，(3)，(4) 。 
证 由 定理 2 .5 及 定理 1 即 知 。 QE.D. 
类 似 于 定理 1， 我 们 有 结合 BCI 一 代数 的 下 列 特 征 ， 
定理 3( 注 210) 《2，0) 型 的 代数 《<AX， 水 ，0 是 结 合 的 
3 了 CI- 代数 当 且 仅 当 《X 沙 ，07> 满 足下 列 条 件 ， (1) ，(2)， 
(4 和 
0 六 工 = 2。 (5 ) 
证 “一 ”， 这 是 显然 的 。 
“<”。 我 们 只 需 验 证 满足 I 一 1， 工 一 2 和 工 一 5 即 可 。 
证 满足 公理 [一 1， 事 实 上 ，VYz，y，z= 所 六 ， 
((Z 水 3) 沙 (人 Z 水 z)) 水 (z 冰 了) 
= ((ZX 冰 >) 冰 7) 冰 ((z 冰 2z) 冰 >) 
= 《(z 灯 y) 冰 7) 亲 (0 水 y) 
= ((X 冰 >) 六 7T)*y 
= (Zz 冰 y) 亲 (xz 冰 y) 
= 0， 


287 


证 满足 公理 TI-2 。 事 实 上 ， 易 知 VYz。yEAX 有 
(z 阔 (Z 水 切 ) 沙 y=《Z 水 Z) 水 (7 水 y)=0 洲 0= 0， 
证 满足 公理 I-5。 设 zx 沙 0=0， 欲 证 X= 10。 由 于 (2) ， 
只 要 证 
0 阔 z= 0 。 (6) 


为 此 ， 我 们 分 别 计算 ， 
0 米 (0 米 z)= (z 沙 0) 米 (0 米 z) 
= IX 冰 ((0 灯 0) 冰 7)= I 六 (0 灯 z7) 
一 工 沙 Z= 0 。 


上 面 最 后 第 二 个 等 式 用 到 了 已 知 条 件 〈《5 ) 。 此 外 ， 
(0 阔 z) 洲 0=0 米 (z 洲 0)=0 阔 0=10.。 
这 样 ， 据 (2 ) 而 有 (6 )。 从 而 再 由 (2 ) 便 有 z= 0 。 
Q。.E。D。 

我 们 也 可 类 似 于 定理 2 那样 利用 定理 3 而 给 出 对 合群 的 一 个 
特征 。 这 里 不 再 予以 列 出 了 。 下 面 我 们 再 给 出 结合 BCI- 代数 的 
一 个 特征 。 

定理 4( 注 1) 《2，0) 型 的 代数 (X 水 ，0》 是 结合 的 
BCI- 代数 当 且 仅 当 (X 水 ，0 > 满足 条 件 (1)， (2) ， 

(4) 及 
rz 米 y= ?水 Z。 (7) 
证 “全 ”， 显 然 。 
《<-”。 分 别 验证 满足 公理 [一 1， 工 一 2， 【一 5。 
验证 满足 I 一 1， 事 实 上 ，Vz，y，zEX，。 
C(x 冰冰 (x 六 2)) 闵 (z 冰 >) 
=《(zZ 水 y) 阔 z)) 水 (水 (z 阔 7)) 
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=〈(z 水 妇 水 荔 水 ((Z 水 y) 冰 2) 
= 0 。 
验证 满足 1-2 。 同 定理 3 的 证 明 。 
验证 满足 1-5， 设 z 沙 0=0， 故 0 六 rz=z 冰 0=0， 由 
(2) 即 知 z= 0。 Q, E. D, 
2。 子 代数 
对 于 子 代数 我 们 有 下 列 结果 : 
定理 5 ! 注 212) 如 果 BCI- 代 数 (X， 六 ，0》 具 有 结合 性 , 则 
其 子 代数 亦 然 ， 亦 即 结合 性 是 一 个 遗传 性 。 Q。E。D， 
对 于 结合 BCI- 代数 来 讲 ， 子 代数 和 理想 是 一 致 的 ， 即 有 下 
列 ， 
定理 6 《和 雷 天 德 ，[15]) ， 设 人 兴 洲 ，0 是 一 个 结合 的 
BCI- 代 数 ， 则 3 是 XX 的 一 个 子 代 数 当 且 仅 当 5 是 X 的 一 个 理想， 
即 1ID(X)= JDS(X). (8) 
证 “>”。 设 S 是 X 的 一 个 子 代数 ， 且 >ES，?y 冰 zxES。 
则 0&S， 且 
y= yk 水 0 = yy 水 (rz 水 ) = (y 冰 7) 冰 TE5， 
最 后 一 式 是 由 于 5 是 子 代数 ， 因 此 对 运算 冰 封 闭 . 
“<”， 设 3 是 XX 的 一 个 理想 ， 对 于 任意 的 +，y€5， 
则 有 
《zf 冰 》) 冰 y= I 冰 (y 冰 y)=X 水 0=zES,， 
又 因 y€ 3 及 S 是 一 个 理想 ， 故 zx 冰 yES， 人 队 而 5 是 X 的 一 个 
子 代数 。 
Q.E.D。 
3 。 积 代数 
关于 两 个 结合 BCI- 代 数 的 积 代数 仍 具有 结合 性 ， 这 一 结果 
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是 正确 的 ， 即 有 下 列 ， 
定理 7( 注 213】 ” 设 4(X 闪 ，0 > 是 结合 BC[I- 代 数 人 本 米 1， 
0 和 结合 BCI- 代 数 (X。 水 :，02s> 的 积 代 数 ， 则 《X 水 ，07 是 
结合 的 . 
证 设 (zx，y) ， (u,v) ，(a，b) 是 X 的 任 意 三 个 元 素 ， 
则 
((zyy) 阔 (zu)) 冰 (ayD) 
= (ZX 冰 jusy》 冰 ,0) 亲 (a,5) 
= 《《ZT 冰 1 人 ) 米 14,，(y 冰 20) 水 :0) 
= (ZT 冰 1(4 亲 10),y》 冰 ，Cw 米 ,5)) 
= (XY) 亲 ( 冰 10,v 冰 ,5) 
(zy) 六 ((u,0) 灯 《a,b)、 
因此 ，《KX， 米 ，、0 ) 是 结合 的 . 


Q.E.D. 
由 此 ， 我 们 可 以 得 到 下 列 关于 对 合群 的 一 个 结果 ， 
定理 8 ( 注 214) ” 设 (X!:， 灯 1) 是 以 0 | 为 恒 等 元 的 对 合群 ， 
(XX.， 米 ，) 是 以 0 :为 恒 等 元 的 对 合群 ， 会 
X=X, Xx 及 ,， z 
米 : (zisz7s) 水 (yiy* ys) = (Zi 水 1y1s72 沙 :yz)9 | 《9 ) 
0=(0,,0.,), | 
则 (X， 冰 》 是 以 0 为 恒 等 元 的 对 合群 。 Q.E.D. 
利用 数学 归纳 法 我 们 可 以 把 定理 7 推广 为 任意 有 限 个 结合 : 
BCiI- 代 数 的 乘积 的 情形 ， 不 过 ， 我 们 有 下 列 一 般 结 果 ， 
定理 9 ( 注 215] ”结合 性 是 一 个 可 积 性 
证 设 (X 水 0 是 一 族 结合 BCI- 代数 {《X。 水 o 
0 o>》 :a€ 1 了) 的 积 代数 。 对 于 X 中 的 任意 三 个 元 素 /,g，h， 对 于 . 
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-任意 的 cE 1 ， 我 们 有 ， 
((/ 冰 9) 冰 (9g) = (Fo) 洲 ag(a)) 沙 (ao) 
= f(a) 冰 ,(g(a) 冰 h(a)) 
= (f 米 (y 米 有 ) (gq)、 
故 有 
(f 冰 g)*h= / 冰 (g 冰 让， 
因此 《Xi 六 ，0 > 是 结合 的 。 
人 ERE。D， 
注 1 我 们 利用 “归纳 地 积 代 数 法 ”″” (和 见 定理 了 。1。 10 前 ) 
可 知 ， 结 合 BLCI- 代 数 有 无 限 多 个 。 
注 2 设 {((%.， 炒 so):cE TI 是 一 族 对 合群 ， 其 中 (Xe 水 s) 
的 恒 等 元 为 0。。 caE 工 ， 命 
X=IH{X:a€ 1), ) 
*:J*D OW=f kg aE I 410) 
0:0 (a)=0,, a€E I, : 
则 称 〈(X， 炒 ) 为 这 一 族 对 合群 的 乘积 。 由 定理 9 我 们 有 下 列 ， 
定理 10( 注 216) ”一 族 对 合群 { (X， 米 ) :a€E 1} (其 中 
《入 。 水 。) 的 恒 等 元 为 0。。 acE 1)》 的 乘积 (X， 米 〉》 是 以 0 为 
恒 等 元 的 对 合群 。 
Q.E,.D。 
绪 合 性 是 否 送 可 积 性 呢 ? 这 个 问题 的 回答 是 肯定 的 ， 我 们 有 
下 列 ， z 
定理 11( 注 217) 设 尺 ; 水 ，0> 是 一 族 BCI- 代 数 {X。 水 。 
0 .2 :aE€ 工 的 积 代 数 ， 如 果 (X; 洲 ，0 :是 结合 的 ， 那 么 对 于 
每 个 aE 工 ，《〈 人 3 水 。。 0 .也 具有 结合 性 , 即 结合 性 是 一 个 道 可 


291 


证 设 X,， Yas | 是 入。 中 的 任意 三 个 元 素 ， 我 们 命 


全 b= a, (p) 位 b= 人 9 
( = 一 
I A “08, pa, 4 “08 CO 二 Ga 
‘2as P= 0， 
hp)={ 
“08, pa, 


则 /，g，hEX。 由 于 X 是 结合 的 ， 因 此 
(f*9)*h=f*(g*D), 


从 而 对 于 cEI 有 
((f 米 9g) 洲 及 (ao) = (ff 洲 (9 沙 有 ) (a)， 
于 是 ， 
(f (a)*ag (a)) kx*oh lo) 
= f (0)*。(g(a) kk*ah(a)), 
即 


《ze 阔 。ya)o 冰 aza= Za 水 so(ya 阔 aza)， 
所 以 每 个 人 ( 兴 。 六。， 0 .> 都 是 具有 结合 性 的 。 
Q.E.D， 
由 此 ， 我 们 可 以 得 到 关于 对 合群 的 一 个 对 应 结果 ; 
定理 12( 主 28) ” 设 〈X， 水 ) 是 一 族群 的 乘 积 ， 如 果 〈(X， 
水 ) 是 一 个 对 合群 ， 那 么 每 个 因子 群 也 是 对 合群 。 
Q.E.D。. 
4 。 同 态 、 理 想 、 商 代数 
定理 1。5 指出 ,结合 性 是 一 个 同 态 不 变性 ， 即 如 果 / 是 BCI- 
代数 《XX， 水 ，0 > 到 BCI- 代 数 《Y， 人， 人 十 的 一 个 同 态 映 射 ， 
且 《X， 水 ，0 > 是 结合 的 ， 则 〈《Y* 人 人， 内 也 具有 结合 性 。 对 于 同 
构 对 应 我 们 有 下 列 易 知 的 结果 ; 
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定理 13( 注 219) ”如 果 / 是 结合 BCI- 代 数 (X， 冰 ，0) 到 (2， 
0 ) 型 的 代数 CY，，9) 上 的 一 个 同 构 映射 ， 则 CY， 人 ，9) 也 
是 结合 的 BCI- 代 数 ， Q. E,. D. 

对 于 商 代数 ， 我 们 有 下 列 结 果 。 

定理 14( 注 220) ”如 果 《 义 ， 冰 ，0) 是 一 个 结合 的 BCI- 代 数 ， 
A 是 X 的 任 一 理想 ， 则 商 代数 (XAA， 冰 ，C,) 是 结合 的 ， 即 结 
合 性 是 一 个 可 商 性 ， : 

证 由 定理 下 。9 。6 知 ， 典 则 映射 是 一 个 同 态 映 射 ， 因 此 
由 定理 I。5 知 ，〈XA 洲 ，Co> 是 具有 结合 性 的 ， 

Q.E.D. 

特别 地 ， 有 下 列 ， 

定理 15( 汪 21) ” 设 f 是 结合 BCI- 代 数 (X， 冰 ，0》 到 BCI- 
代数 CY， 人 ， 纺 的 一 个 同 态 映射 ， 则 商 代数 (XAEker(f)， 炒 ， 
C,) 具 有 结合 性 ， Q.E.D. 

我 们 知道 ， 结 合 BCI- 代数 与 对 合群 是 等 价 的 ,而 理想 可 生成 
BCTI- 代 数 为 商 基 ， 不 变 子 群 可 生成 群 的 商 群 。 那 么 ， 理 想 与 不 
变 子 群 有 什么 关系 呢 ? 理想 生成 的 商 代数 与 不 变 子 群 生成 的 商 群 
有 什么 关系 呢 ? 下列 结果 给 出 回答 ; 

定理 16( 注 222)” 设 (XX， 水 ，0 > 是 一 个 结合 的 BCI- 代 数 ， 
(X， 水 ) 是 对 应 于 它 的 一 个 对 合群 ， 且 非 空 集合 ASEX， 则 

A 是 X 的 一 个 理想 所 >A 是 (X， 水 ) 的 一 个 不 变 子 群 ， 而 
且 ， 如 果 A 是 X 的 理想 ， 则 商 代数 (XAA， 冰 ，Co。》 所 对 应 的 对 
合群 (X/A, 冰 ) 正 是 群 (X， 水 ) 的 由 不 变 子 群 A 生成 的 商 
群 ， 反 之 ， 如 果 人 A 是 对 合群 (X， 冰 ) 的 一 个 不 变 子 群 ， 则 商 群 
(XA， 米 ) 对 应 的 结合 BCI- 代 数 尺 A， 冰 ,Co。) 正 是 BCI- 
代数 (X， 炒 ，0 ) 由 理想 A 所 生成 的 商 代数 ， 
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证 ”我们 分 别 证 明 于 下 ，; 
1 ) 第 一 个 结论 成 立 是 由 于 ， 
A 是 (X， 炒 ，0) 的 一 个 理想 亏 >A 是 (X， 水，07> 的 一 个 
子 代数 
<-> 人 是 X 中 对 运 算 冰 封闭 的 
子 集 ， 且 0 EA 
< 人 A 是 群 (X， 沙 》 的 一 个 
子 群 
< 入 >A 是 群 (X， 洲 ) 是 一 个 
不 变 子 群 ， 
最 后 一 个 等 价 性 是 由 于 交换 群 中 的 每 个 子 群 皆 是 不 变 子 群 。 
2 ) 设 A 是 结合 BCI- 代数 (Xi， 水 ，0 ) 的 一 个 理想 ，〈X， 
洲 ) 是 《XX ， 米 ，0 > 所 对 应 的 对 合群 。 由 1》，A 亦 是 群 (X， 
米 ) 中 的 一 个 不 变 子 群 。 设 (XA， 水 ，C。? 是 由 理想 A 生 成 的 
次 代数 ， 它 所 对 应 的 合群 应 是 
M= (XiA, 米 )。 
设 群 〈(X， 水 ) 《以 0 为 恒 等 元 ) 由 不 变 子 群 A 所 生成 的 商 群 为 
N， 我 们 要 证 M= N. 
在 证 这 个 事实 之 前 ， 我 们 先 给 出 几 个 引 理 。 
引 理 1 ( 注 213) ” 设 A 是 结合 BCI- 代 数 (X， 冰 ，0 ) 的 一 个 理 
想 ，《〈X AI 水 ，Cu) 是 商 代数 ， 则 
Co= A. (11) 
证 ”由 定理 "9. 4 的 1)》 知 Co A， 现 设 z 是 A 的 任 一 元 
素 ， 由 于 定理 重 。2。6 ， 
Z 阔 0=2zEA， 
由 定理 2。2 知 ， 
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0 六 Z=ZEA， 
故 z 一 0 ， 即 >ECo， 从 而 A 三 Ce。 因此 (11)》 成 立 ， 
Q.E.D. 
引 理 2( 注 24) 设 A 是 结合 BCI- 代 数 《X; 冰 ，0) 的 一 个 
理想 ，《XA， 冰 ，Co) 是 商 代数 ， 对 合群 (X， 冰 ) (以 0 为 
恒 等 元 ) 是 (X， 冰 ，0 所 对 应 的 对 合群 ，N 是 群 (X， 水 ) 由 
不 变 子 群生 成 的 商 群 ， 则 vz EX， 
C= XA= {z 沙 z:zEA)。 (12) 
证 因 yEC 寺 >y~X : 
< 演 y 沙 ZEGA，Zz 沙 yGEA。 
所 > 字 3zEA，Z 沙 y=>《〈《 因 Zz 阔 y= y 阔 Z) 
<>2Z 沙 y=2zE4 
<>jzE 4，、z 洲 (zz 阔 y) = 2 阔 2 
<>jz€ 4， yy= 工 炒 z 


>yErA, Q。E。D。 
引 理 3( 注 225) ”在 引 理 2 的 条 件 下 ， 对 于 任 意 的 z，yEX， 
CCy= Cery= (2Z 沙 y)A=7zA 水 ,A。 (13) 

Q。 上 上 。D，。 


现在 我 们 来 证 明定 理 14 的 第 二 个 结论 。 由 引 理 2 知 ,作为 集 
合 ，M= N， 由 引 理 3 知 ， 群 M 与 N 中 的 二 元 运算 是 一 致 的 。 所 
以 对 合群 M= 对 合群 N。 

3 ) 设 A 是 对 合 类 (X， 冰 ) (以 0 为 恒 等 元 ) 的 一 个 不 变 
子 群 ， 群 〈^， 沙 ) 对 应 结合 BCI- 代 数 (X， 沙 ,0, 商 群 (X/A， 
六 ) 对 应 的 结合 BCI- 代 数 为 《X/A，; 水 ，A， 而 结合 BCI- 代 
数 (X， 米 ，0 ) 由 理想 A 生成 的 商 代数 为 M， 和 欲 证 M= 《X/A， 
沙 ，Ay)>。 


由 引 理 2 可 知 ， 作 为 集合 M= X/A， 由 引 理 1 知 C。= A， 
由 引 理 3 知 M 与 代数 (X Ai 水 ，A) 运 算 一 致 ， 故 M= (>Y/A， 
阔 ，Ay> 。 QE.D. 

5 。 关 于 hom (X,Y) ， 

在 定义 年" 1 。3 中 ， 我 们 在 BCI- 代数 类 中 引入 了 同 态 的 概 
您 及 记号 hom (和 ) 及 hom (X，Y) 。1984 年 ， 上 .Tseki 和 A。 
B.Thaheem 在 C51) 中 在 集合 hom(X) 中 引入 了 一 种 二 元 运算 , 即 
有 下 列 ， 

定义 1 设 (X， 洲 ，0 是 一 个 BCI 一 代数 。 对 于 任意 的 /， 
9Ehom (人 X)》 ， 命 


f 水 g: X—>X, | (14) 
rH—>f (7)x*g(7), | 
即 
(f*g) (z) = /z) 水 g(z) 。 

一 般 地 说 ，/,gEhom (X》 并 不 能 断言 / 沙 gEhom(X )， 
但 是 ， 当 X 是 结合 BCI- 代 数 时 ， 可 以 证 明 hom (X) 对 冰 封 闭 ， 
即 有 下 列 ， 

定理 17 (KK .lseki 和 A.B.Thaheem,[51)) 如果 (X， *， 
0 ) 是 一 个 结合 BCI- 代 数 ，f，g Ehom (X) ,那么 /来 E hom ， 
(X). 

证 对 于 任意 的 z, yEX 有 ， 

(f 六 9g) (z 沙 9) = f(z 六 >) 六 g(x 六 >》) 

= (f(z)*f (y))x* (9 (7) x*g(y)) 

= (f(z)*(g(x)*g(y))) x*f(y) 

= ((f (7)*g (zx))*g(y))kw*f (y) 

= ((f (x) 冰 g(x)) 冰 f(y)) 冰 g(y) 
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= (f(x)*g (zx))X*(f (vy)w*g(y)) 
= (fw*g) (x)x* (f*g) (y), 
故 f 冰 gEhom (X) 。 Q. E. D. 
由 定理 17 进 一 步 可 以 得 到 下 列 ， 
定理 18 (KIseki 和 A*BeThaheem，[51))。 如 果 改 ， 
水 ，0 > 是 一 个 结合 BCI- 人 代数， 那么 《hom(X)， 米 ，0? 也 是 一 
个 结合 BCI- 人 代数， 其 中 0 如 下 地 定义 ， z 
O; X—>X, . 
} (15) 
iH->0. 
证 ”容易 验证 公理 1-1 一 1-5 成 立 ， 此 处 从 略 . 
Q.E.D. 
1984 年 3 月 ， 西 北大 学 数学 系 八 〇 级 学 生 张 粘 独 立地 得 到 了 
下 列 结 果 、， 其 本 身 是 定理 17 积 定理 18 的 推广 (但 是 ， 他 在 不 知道 
[512 的 情形 下 得 到 的 )， 
定理 19 如 果 (^ 水 ，0 > 是 一 个 BCI- 代数 ，Y; 人 ，0) 
是 一 个 结合 BCI- 代 数 ， 那 么 “hom(X,Y)，@，0O) 也 是 一 个 结 
合 的 BCI- 人 代数， 其中， 


GO ， XA-—>Y, 
} (16) 
rz—>0, | 
;而 二 元 运算 定义 为 : 了 gE€hom (X,Y) 多 
(fOr)=f (7) Ag9r), VIEX (17) 


QE,。D。 


$4 结合 BCI- 代 数 的 性 质 (四) 


我 们 在 这 一 章 中 继续 来 讨论 结合 BCI- 代 数 的 性 质 。 在 这 一 
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节 中 我 们 再 集中 解决 结合 BCI- 代 数 的 高 型 拟 可 换 性 问题 。 本 节 
中 的 主要 工作 都 是 作者 在 (34] 中 所 做 的 工作 。 

我 们 在 第 四 章 8 1 中 曾 列 出 了 如 下 两 个 没有 证 明 的 结果 : 

定理 W ,1 .5 。( 注 139) ”任何 结合 的 真 BCI- 代 数 是 一 个 
(i,j;m,n) 型 的 拟 可 换 的 真 BCI- 代 数 ， 其 中 i，j,m,n 丝 是 非 
负 整 数 ， 且 i+j 与 m+ 不 同 奇 个。 

定理 .1.6。( 注 140) ”存在 任意 2? 阶 的 (i,j; m,n) 型 的 
拟 可 换 的 结合 的 真 BCI- 代 数 ， 其 中 i,j, m,n 皆 是 非 负 整数 ， 且 
i+j 与 m+n 不 同 奇偶 . 

我 们 在 这 一 节 中 主要 要 来 证 明 这 两 个 结果 。 我 们 先 给 出 几 个 
引 理 ， 

引 理 1 ”( 雷 天 德 ,C39]。) 存 在 任意 2" 阶 的 结合 的 真 BCI- 
代数 ， 其 中 n 宇 1、。 

证 设 X= 《0,1),X 中 的 二 元 运算 冰 由 下 表 给 出 ， 


* 0 1 
010 1 
1 1 0 ， 


则 《X， 米 ，0 > 是 一 个 结合 的 BCI- 代数 。 此 即 为 w= 1 时 命题 
为 真 。 将 (X， 水 ，0 ) 连 乘 4 次， 所 得 的 积 代数 为 (Y， 人，0)， 
由 定理 3。9 知 , CY， 人 ,9) 是 一 个 2* 阶 的 结合 的 BCI- 代 数 。 显 
然 。 对 于 nm 1，(Y， 人 人，b) 皆 为 真 BCI_ 代 数 . 
Q.E-D， 

引 理 2 ( 注 216) ” 设 (X， 水，0 是 一 个 结合 的 真 BCI- 代 数 . 

则 对 于 任意 的 >，yE X 有 
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Quo(zyy)= 2 (1 ) 
Q,,o 《x,yY)，n= 2K, 开 为 非 负 整 数 ， 
z，81= 2K +1, KK 为 非 负 整数 ， 
证 因为 X 具 有 结合 性 ， 故 
Qoso(T，y)= I 沙 (Z 沙 y) = (Z 水 2Z) 水 y= 0 水 y= ys 
后 一 等 式 用 到 了 定理 2。2 ， 这 就 证 得 了 (1 ) 。 
为 证 (2 ) ， 我 们 作 下 列 计算 ， 


Q,, ,7) ={ 


-一 一 


Qo (zyy)-Qoso lz 玉米 (z 米 力 米 … 米 (2 六， (3) 
Qtyo(zyy)= Qoso (Tsy) 闵 ((z 米 y) 米 … 灯 (zx 六 >)) 


2 K 
= Go。(79 切 沙 ((Z 水 儿 玉 人 Z 沙 2)) 水 …… 玉 (GZz 炒 水 (z 水 2)7) 
0 
= Quo(zy) 水 (0 洲 0 水 … 冰 0) 
~ 一 一 
= Quo(ryy) 沙 0 
= Quo(zyy)。 


这 就 得 到 了 (2 ) 中 n= 2K 时 的 等 式 。 
当 为 奇数 时 ， 设 n= 2K +1,K 为 一 个 非 负 整数 ， 则 (3) 
为 ， 
Qurtis oT Y) = Cryo(zy) 水 (水 y) 
=Qo,0《T,y》) 冰 (7 冰 >) 
= y 冰 (zx 冰 >) 
= y 六 (y 亲 7) 
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= 0 阔 2 
二 7。 
: Q.E.D， 

由 引 理 2 我 们 可 以 得 到 下 列 结果 ， 

定理 1 ( 注 227) ”任何 结合 的 真 BC 代数 是 (2K,08 27 
+ 1 ,0) 型 的 拟 可 换 的 真 BCI- 代 数 ， 也 是 (27+1,0， 2K 
0 ) 型 的 拟 可 换 的 真 BCI- 代 数 ， 其 中 开 ，7 是 任意 的 非 负 整 
数 。 
证 由 引 理 2 可 知 有 下 列 各 式 成 立 ， 对 于 任意 的 z,yEX， 

Qars 0 (TY) = Y= Wir1s 0 (ys 7), 

Qairiso Ts Y) =7= Qu rs 0 (ys TT), 
因此 本 定理 成 立 ， - Q.E.D. 

注 ”定理 1 实际 上 已 说 明了 作者 给 出 了 K。Iséki 提 出 的 问题 
WW。1 的 肯定 回答 。 而 且 利 用 引 理 1 证 明 中 给 出 的 例子 结合 的 真 
BCL 一 代数 X:(D 及 引 理 1 ， 我 们 不 难 给 出 一 批 高 型 (2K,0; 
2/+1，0) 或 (27+1，0， 2K,，0) 的 所 可 换 的 真 BCI- 
代数 ， 只 要 取 KK 及 7 为 任意 的 自然 数 即 可 。 

下 面 我 们 继续 给 出 一 个 引 理 ， 

引 理 3( 注 228) 设 尺 ; 水，0>》 是 一 个 结合 的 真 BCI- 代数 
则 对 于 任意 的 z,yEX 及 任意 的 非 负 整数 mw 和 nn 有 下 式 成 立 : 

， Coo(zyy)， 当 zx= 2K = 2j 或 


Qu- m= 2K+1,n=2j+ 1 时 ， 
Z， 当 m= 2K,n= 2 j+1 或 m = 2k +1, 
n= 2 /时 (4) 
其 中 区 和 /为 非 负 整数 


证 ”我们 分 别 验证 之 。 
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1 ) 当 m = 2K ,n= 2 7 时。 
| Qos Ts Y) = Our si(T, Y) 


=Gskyu(zyy) 洲 (y 阔 Z) 洲 … 阔 (7 水 Z) 


21 


= 人 C:kyo(zyy) 阔 0 
= Q,xr, 0 (rz, y) 
=Q0,0 C7,»). 

2) 当 m= 2K, n=2j+ 1 时。 
Qunyga Ts Y) = Qk 23+ 1 (Ty) 
= Qk, oj (zy) 水 (7 水 工 ) 
=Qos0《7Tsy) 六 *(y 亲 7) 
= (ZX 冰 (x 水 》)) 冰 (y 亲 7) 
=X 冰 ((z 冰 水 (y 冰 7)) 
=2Z 沙 ((Zz 水 切 水 (Z 水 力 ) 
=2 水 0 
= 工 。 

3) 当 m=2K+1,n=2; 了 时 , 
Quay (zyy) = Qk 1s 2; (TY) 
= Qks 2i(Ts y) 六 (ZX 冰 yy) 
= Coyo(Tyy) 阔 (Z 阔 7) 
= 〈Z 水 (z 水 y) ) 水 (Zz 水 y) 
= ZI 水 ((Z 沙 y) 水 人 Z 沙 y)) 
=X 冰 0 
= zx, 


4) 当 m=2K+1, n=2j+ 1 有 时， 
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Qu(zyy) = QRK+t1s vit+1 (Ts Y) 

= Qurris vi(TsY) 六 (yy 六 2) 

=X 冰 (y 冰 7X) 

= 工 冰 (rf 冰 y) 

= 0Q0,0 (7T, »), QE.D: 

由 引 理 2 和 引 理 3 可 知 成 立 下 列 ， 

定理 2 入 229) ” 设 人 (X， 水 ，0 ) 是 一 个 结合 的 真 BCI- 代数 ， 
则 对 于 任意 的 zx，yEX 和 任意 的 整数 m 和 nn 有 

rz, 当 m 和 % 奇 偶 相 蜡 时 ， 
Qu, salT,Y) ={ _ | (C5) 
“y， 当 m 和 n 同 奇偶 性 

现在 ， 我 们 来 证 明 本 节 的 两 个 主要 结果 ， 

定理 W .1.5 的 证 明 设 (X 水 ，0 ) 是 一 个 结合 的 真 BCI- 
代数 ， 由 于 i+j 和 m+n 不 同 奇偶 ,由 定理 2 知 , 对 于 任意 的 r， 
》EA 成 立 

Qii(7Z,y) = Qn, sy, 7). 

故 (X， 亲 ，0 0) 是 (i,j; m,n) 型 的 拟 可 换 的 真 BCI- 代 
数 ， Q.E.D. 

例 1 和 (D 是 (3，4 8，8) 型 的 拟 可 换 的 真 BCI 一 代 
数 。 

定理 YY。1。6. 的 证 明 由 引 理 1 及 定理 W .1 5 .。 即 知 。 

Qe.E.D. 

注 定理 1 及 定理 W。1。5 和 定理 W .1 .6 已 肯定 地 回答 了 
KK。Iséki 关 于 高 型 拟 可 换 BCI- 代数 的 存在 性 问题 。 作 者 是 一 九 
八 二 年 十 一 月 解决 这 个 问题 的 。 稍 晚 ， 在 5C15] 中 宣布 了 一 个 纯 高 
型 拟 可 换 BCLI- 代 数 的 例子 〈 兄 第 四 章 8$1 、 例 W .1 .4) ， 
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5 结合 BCI- 代 数 的 性 质 《WW) 


在 本 节 中 ， 我 们 再 来 讨论 结合 BCi- 代 数 的 一 些 性 质 。 
1 、 一些 特征 性 质 
在 本 章 32 和 $3 中 我 们 已 经 介绍 过 结合 BCI- 代数 的 一 些 
等 价 定义 或 特征 性 质 。 这 里 ,我 们 再 来 补充 介绍 几 个 结合 BCI- 代 
1984 年 3 月 ， 西 大 数学 系 八 品级 学 生 李 金龙 得 到 下 列 结果 ， 
定理 1 一 个 BCI- 代 数 (X， 六 ,0 > 是 结合 的 当 且 仅 当 对 于 
任意 的 Xx,yEX 有 
(7 水 Z) 沙 zy。 (1) 
证 ”必要 性 。 设 人 X 水 ，0 > 是 一 个 结合 BCI 一 代数 ，z，y 
是 和 中 的 任 二 元 素 ， 则 
(y 冰 7) 冰 T=y 冰 (TI 亲 7X) =y 冰 0 =y。 
充分 性 。 设 〈X， 沙 ，0 ) 是 一 个 BCI- 代 数 , 且 《1 成 立 。 
则 在 《1 中 命 y =z 便 有 
《Z 水 Z) 水 Z = 工 。 
于 是 有 ， 
0 水 Z=Zz， VIEX., 
由 定理 2*8 知 ，《〈X# 沙 ，0 ) 是 结合 的 、 Q .下 。D。 
李 金 龙 还 得 到 了 下 列 ， 
定理 2 在 BCI- 代 数 (X， 水 ，0 中 下 列 条 件 是 等 价 的 ， 
1 ) 和 是 结合 的 ， 
2 ) ^ 满 足 ， 对 于 任意 的 z,y,zEX 成 立 
TI 冰 (y 冰 2) = y 阔 (Z 沙 2z) 和 《2 ) 
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3 ) X 满 足 ， 对 于 任意 的 z, yEX 成 立 


zx 冰 《yy 六 7) = y。 (3) 
证 1) 二 2〉。 因 X 是 结合 的 ， 故 对 于 X 中 的 任意 三 个 元 
素 z，y,z 有 
Z 亲 (y 冰 z) = (Z 水 y) 水 z 
= (y 冰 7x) 六 2z 
= 水 (x 冰 z)，。 


2) 之 3) .在 (2) 中 命 2=x， 则 有 
Z 沙 (7 水 ZX) = yy 水 (Z 水 Z) = y 水 0 =y。 
3) 字 1)， 由 (3) 知 对 于 任意 的 z,yEX 有 
《Zz 冰 47y 水 Z)) 阔 y= 0， 


中 有 

(7 冰 》) 闵 (y 冰 7) = 0， (4) 
在 《4) 中 互 换 z 与 y， 则 有 

(y 亲 7X) 六 (xy) = 0， (5) 
由 于 《4) 和 《5》 同 时 成 立 故 (由 (1 一 4》 知 ) 

I 水 y= y 冰 7. 


由 定理 2.8 知 ，《X， 灯 ，0 是 结合 的 。 Q.E.D. 
2。 具 有 条 件 (3〉 的 性 质 。 
在 前 面 的 定理 1.3， 定 理 W，1，5 及 定理 让-.1.6 中 我 们 


曾经 介绍 过 结合 性 与 拟 可 换 性 的 密切 关系 。 自 然 地 ， 应 当 提 出 下 


列 ， 
问题 1 ”结合 BCI- 代 数 是否 具 有 条 件 (S) ? 


这 是 作者 在 1984 年 3 月 给 西北 大 学 数学 系 八 〇 级 学 生 提 出 的 
一 个 练习 问题 。 学 生 冯 绮 云 对 这 个 问题 给 出 了 肯定 回答 ， 即 有 下 


列 ， 
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定理 3 ”如 果 z, y 是 结合 BCI- 代数 (X， 水 ，0 的 任 二 元 
未， 则 | 
: A(r,y) = (7 水 y)。 (6) 


因此 ， 结 合 BCI- 代 数 是 具有 条 件 〈3) 的 ， 且 
ro y=X*y。 《7 ) 


证 设 人 X 米 ，07> 是 一 个 结合 BC 代数。 对 于 任意 的 zy? 
CX， 有 


((Z 阔 y) 阔 Z) 沙 y= (z 沙 y) 水 (Z 水 y) = 0， 


故 
T 水 yGEA(zyy)。 
现 设 xEA(z,y)。 于 是 ， 
(2 水 2Z) 沙 y= 0。 
由 于 
0 = (水 Z) 阔 了 =24 沙 (人 z 沙 7) 
故 2 和 z 水 》。 


”又 因为 和 是 结合 的 ， 故 
(Z 水 切 沙 4=4 阔 (7z 沙 切 = 0， 
-因此 ，z 炒 7y 和 kx。 因此 ，vx =Z 水 y。 
所 以 ，A 〈z, y) = {7 冰 y}。 这 样 ， 便 有 
ro y=ZX*y。 
.因此 ，《X， 六 ,0) 是 具有 条 件 (S)》 的 。 QeE.D。. 
由 此 可 得 下 列 ， 
推论 ”结合 BCi- 代 数 的 子 代数 、 理 想 、 商 代数 以 及 一族 结 
合 BCi- 代 数 的 积 代数 都 是 具有 条 件 〈3) 的 BCI- 代 数 。 
Q。 了 。D，。 
由 定理 3 而 自然 应 当 考 虑 下 列 ， 
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问题 2 具有 条 件 〈S) 的 BCI- 代 数 是 否 一 定 是 结合 的 呢 ? 
冯 绮 云 对 这 个 问题 给 出 了 否定 回答 ， 即 有 下 列 ; 
定理 4 存在 具有 条 件 (S)〉 的 非 结 合 的 BCI- 代 数 ， 


证 见 下 列 例 1.、 Q.E.D. 
例 1 设 和 ={!10，1，2)，X 中 的 二 元 运算 米 由 下 表 给 出 ， 
水;|0 1 2 
0 0 1 0 
1| 1 0 1 
2 | 2 1 0， 


| 
则 《<X， 冰 ，0 > 是 一 个 真 BCI- 代 数 。 
容易 算出 ，。 的 运算 表 如 下 ; 


。|0 12 
0|10 1 3 
1|12 1 
2 2 1 2? 


因此 愉 ， 水 ，0 > 是 一 个 具有 条 件 (S》 的 BCI- 代 数 ， 
但 是 ，X 不 是 结合 的 ， 因 为 
0 水 2=0s2 = 2 水 0， 


0 水 2=0 闪 2。 
由 定理 3 和 定理 4 立即 得 到 下 列 ，. 
定理 5 结合 BCI- 代 数 类 是 具有 条 件 (S) 的 BCTI- 代数 类 
的 一 个 真子 类 。 Q .了 上.D， 
3 。 关 于 同 态 的 一 些 结果 ， 
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村 金龙 在 1984 年 3 月 得 到 了 下 列 结果 : 
定理 6 设 /是 结 合 BC[-- 代数 人 洲 ，0> 到 (2，0) 型 
代数 MY 和， 内 上 的 满 同 态 ， 且 满足 条 件 : 
f(0)=0, (8) 
f(r)=0>7x= 0， (9) 
则 《<Y， 和 人 ， 仿 是 结合 BCI- 人 代数， 
证 我 们 利用 定理 3。3 所 给 出 的 结合 BCI- 代 数 的 特征 性 质 
来 证 明 ， 只 要 作 如 下 的 验证 ; 
1 ) VyEY， 由 于 /是 满 的 ， 故 3zEGEX， 使 
f (x) = y。 
故 有 
yAy=f (7) 和 /jz) = 三 (z 沙 z) =f(0)=0., 
“2 ) 设 yi，ysEY， 如 果 成 立 


y1 人 ya=y 人 yi=10。 (10) 
由 于 /是 满 的 ， 因 此 37,，7z,EX， 使 
f(z1)=y1, f (72,) = y,。 


于 是 ， 由 (10) 可知 
f(s) AF rs) = f(r2) Lf (1) =0, 

即 有 

jz 水 rz:) = f(z, 冰 7z)) =0， 
从 而 由 《9 ) 可 知 

TkT, =T,kx*T1=0., 
由 于 Xi 水 ，0 是 BCI- 代 数 ， 故 xz =X,。 这 样 ，y) = y:。 

3 ) 设 y1/，y:，》: 是 Y 中 的 任意 三 个 元素， 任 取 XY,，z，,， 

XT。CX， 使 

f (Xi) = yi, i=]1],，2，,， 3。 
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那么 ， 有 
(y: 人 ya) 人 ys = (f(r) A zr,)) Lf (zx) 
= f(z,*z,) Af (7s) 
=f((Z1 冰 TI,) 冰 Zs) 
= f(x1 冰 (ZX, 冰 IT,)) 
= (7) 人 f(z,*r,) 
= 了 (7) 人 (f(z,) 人 f(r,)) 
=y1 人 (yy: 人 ys) 。 
4)》 设 > 是 Y 中 的 任 一 元 素 。 任 取 zxEX, 使 /xz) =y。 则 有 
0 人 YY=A(0) 人 /rz) = 大 0 水 z) =f (7) = y。 
这 样 ， 由 定理 3 .3 知 ，〈Y; 人 ， 引 是 结合 BCI- 代 数 。 
Q.E。D， 
李 金 龙 还 给 出 了 下 列 结果 ， 
定理 7 设 f 是 (2，0)〉 弄 代数‘《X， 灯 ，0) 到 结合 BCI- 代 
数 《Y， 人 ，0) 的 单 同 态 ， 且 满足 (0) =0, 则 《〈X 水 ，0? 是 结合 
的 BCL 代数。 
证 ”我们 仍 用 定理 3. 3 而 作 如 下 验证 ， 
1) VvzEX 有 
/ (z 阔 z) = F(z) 人 太 (z) =0。 
由 于 /是 单 的 、 故 有 
TZ 阔 Z=10。 
2 》 设 z，?EX, 满 足 
Z 沙 y=y 阔 Z= 0。 
于 是 ， 我 们 有 
f(r*y) = 了 (7y 水 Z) =f (0), 
即 有 
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jz) 和 /yy) = 三 y) 和 rz) =0. 


由 于 CY， 和 人 , 扑 是 一 个 BCI- 代 数 ， 因 此 fz) =/(y)。 了 又 因 f 是 


单 的 ， 故 zx= >y。 
3 ) 设 zx，y，z 是 X 中 的 任意 三 个 元 素 。 由 于 
f(z 冰 》) 闵 2) =f(z 冰 >》) 人 f(z) 
= (f(z) 人 f(y)) 人 f(z2) 
=f (x) Lf (y) Lf (2)) 
= 了 (rz) 人 (f(y 冰 z)) 
= 厂 (z 水 (7y 沙 z))， 
又 因 / 是 单 的 ， 故 有 
(Zz 冰 y) 冰 2=7X 冰 (y 六 2)， 
4 ) 设 工 是 X 的 任 一 元 素 。 因 
z f (0*z) =f (0)*f (xz) =0 人 jz) =f (2), 
及 1 是 单 的 ， 而 有 
OXrzT=7r, VTEX, 
因此 ，〈X# 水，0)? 是 结合 BCI- 代 数 。 
Q.E.D。 
4 。 反 同 恋 和 反 同 构 . 
李 金 龙 在 1984 年 3 月 还 引入 了 下 列 概 念 ， 
定义 1 设 f 是 BCI- 代 数 (X; 冰 ,0> 到 BCI- 代 数 《Y; 人 ,0》 
中 的 一 个 映射 。 如 果 对 于 任意 的 =，yEX, 有 
f(z*y) =f(y) Lf (7), (C11) 
则 称 在 映射 上 站 《X 水 ，0> 与 人 (Y5 人 ， 朱 反 同 态 ， 记 为 . 


( 反 ) 
f :BCI<X， 六 ，0) 一 BCICY， 人 ，0， 


( 反 ) 
在 不 至 于 混淆 时 也 可 简 记 为 / : X~Y， 
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(上 反 ) 
如 果 f : X~Y 是 一 个 双 射 ， 则 称 /为 一 个 反 同 构 。 
例 2 设 X={(0，1，2}，X 中 的 二 元 运算 炒 定 义 如 下 表 ， 


水 |0 1 2 
0I0 0 2 
1i:1 0 2 
22 2 0 » 


则 《<X， 水 ，0) 是 一 个 BC 全 代数， 
义 设 Y= (04,，a，b,c})， Y 中 的 二 元 运算 由 下 下 给 出 ， 


人 | 0 a bre 
0 dg cc ba 
ala 0 eb 
b | b a 0 ec 
cilc ba 0 ， 
则 CY， 和 人 ，) 是 一 个 BCI- 代 数 ， 
命 
f :XX—->Y, 


0F>0, 1->0, 2+>b. 
容易 验证 ，f 是 BCI- 代 数 (X， 冰 ，0) 到 BCI- 代 数 (Y8 人 ，0) 中 
的 一 个 反 辐 态 。 
现在 ， 我 们 来 讨论 反 同 态 的 一 些 性 质 。 李 金龙 首先 得 到 下 
列 ， 


定理 8 设 厂 : BCICX; 六 ，0) 之 BCICY， 0。 
则 : 
1) 上 0) =0。 
2 ) 如 果 rz，yEYX 满 足 z 六 y= 0， 则 
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三 (y) 人 三 (z) =0。 
证 1) 可 以 算出 : 
f (0) =f (0*0) = 了 (0) 上 上 70) =0., 
2) 设 z，yEX， 满 足 z 沙 >= 0 。 则 
f(y)Af Cz) = (zy) =1(0) =0。 QE.D. 
李 金 龙 得 到 了 下 列 有 趣 的 结果 ， 
定理 9 设 / 是 BCI- 数 代 CX， 灯 ,0) 到 BCI- 代 数 (Y， 人 ,0》 
上 的 一 个 反 同 构 映 射 ， 则 《X; 冰 ，0) 与 ‘Y; 人 人 ，0) 都 是 结合 BCI- 
代数 。 
证 完 证 4 人 %， 沙 ，0?> 是 结合 的 。 对 于 任意 的 z EX 我 们 有 
三 (0 洲 Z) = (x) A 0) =f(r) LA0=1 (7). 
由 于 定理 8 的 1 ) 及 /是 单 射 ， 则 
0 冰 工 = 工 。 
由 定理 3"3 知 ，〈%; 水 ，0? 是 结合 的 。 
再 证 4Y3 人 人， 人 是 结合 的 。 我 们 只 要 证 明 /是 一 个 同 构 映射 
即 可 。 事 实 上 ， 对 于 任意 的 z-，yEX 有 
f (xz*y) =f (yx*7r) = 7) Lf (0y), 
这 里 用 到 了 X 的 结合 性 及 f 是 一 个 反 辣 态 。 因 此 ，f 是 X 到 Y 上 的 
一 个 同 构 对 应 。 由 于 《X， 米 ，0)》 是 结合 的 ， 故 《Y， 人 ，8) 是 结 
合 的 。 Q.E.D. 
其 实 ， 李 金龙 还 分 别 得 到 下 列 的 两 个 结果 : 
定理 10 ” 设 / 是 BCI- 代 数 (X 水 ,0 到 BCI- 代 数 (Y， 人 人， 
上 的 一 个 反 辐 态 ， 则 是 人 (Y， 人 ， 人 是 结合 的 BCI- 代 数 ， 
证 ”对 于 任意 的 yEY, 由 于 f 是 满 的 ， 故 3zEX， 使 /z) = 
y。 于 是 ， 我 们 有 
0 人 y=f(0) 人 f(r) =f (rk0) = 三 (z) = yy 
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由 定理 3.3 知 ，《〈Ys 人 ， 四 是 结合 的 。 Q.E。D。 
定理 11 设 / 是 BCI- 代 数 (X 阔 ,0> 到 BCL- 代 数 (Y 人，9》 
的 一 个 反 则 态 ， 且 是 一 个 单 射 ， 则 《X5 水，07 是 结合 的 BCI- 代 
证 ”定理 9 证 明 的 第 一 部 分 其 实 只 用 到 了 上 是 一 个 反 同 态 和 
是 一 个 单 射 。 Q.E。D。 
和 李 人 金龙 还 得 到 了 下 列 大 于 子 代数 的 结果 ， 


( 反 》 | 
定理 12 设 /; BCI KX， 洲 ，0? 一 BCLY 人 ，0)>， 


1) f/f-1(0) = {7EX:f (zx) =0} 是 《XI 沙 ，0> 的 一 个 子 代 
数 ， 
2 ) 如 果 5 是 CX， 冰 ，0) 的 一 个 子 代数 , 则 /5S 是 《Y; 人 ,9》 
的 一 个 子 代数 ， 
3 ) 者 ?是 4Y; 人 人， 人 的 一 个 子 代数 , 则 广 ![S] 是 4(X; 沙 ，0》 
的 一 个 子 代数 。 
证 1) 显然 ，0 Ef-1(0)。Yx，yE€f-1(0)， 由 于 
f(z*y) =f (yAf (7r) =040=0, 
故 z 半 yE 广 :0)。 因 此 ， 广 : (0 是 4X， 米 ， 0 的 子 代数 。 
2) 因 106cE5， 故 0= 帮 0)ES]I。Yyi yy ECS]I， 则 
3z，xzzE9， 使 
f(T1)=y1, f(T2) =ya。 
于 是 ， 我 们 有 
y1 人 yz = ziD) 和 zs) = zs 水 zi)。 
因 > 是 一 个 子 代数 ， 故 z: 沙 ztES， 从 而 y, 人 > ES]3。 所 以 ， 
/3 是 4Y 和 ， 邹 的 一 个 子 代数 。 
3) 因 0 人 52， 而 0=/(0)， 因 此 0E 广 [93]，Yzi， zyE 
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广 ![S]，3y1，yzES， 使 得 
y1=f(71), ys = 上 (za)。 
由 于 S$S 是 了 的 一 个 子 代数 ， 故 
(zi 水 zi) = (7) A rT) = 人 yiE9。 
从 而 ，zi 沙 za Er 三 区 3]。 所 以 ， 太 CS] 是 4 洲 ，0> 的 一 个 子 
代数 。 Qe.E.De: 


$6 有 限 结合 的 BCI- 代 数 


在 前 面 讨 论 了 一 般 的 结合 BCI- 代数 的 基础 上 ， 我 们 在 本 节 
中 集中 地 介绍 一 下 有 关 有 限 结合 BCI- 代 数 的 一 些 结 果 。 

1 . 结构 问题 

圭 天 德 在 393 中 研究 了 有 限 结合 的 BCI- 人 代数， 得 到 了 儿 个 
有 趣 的 结果 。 我 们 在 这 里 介绍 一 下 他 的 一 些 结果 。 先 给 出 下 列 ， 

引 理 1 有 限 指数 的 可 换 了 一 群 组 是 其 循环 子 群 的 直 和. 

Q.E.D. 

这 是 一 个 群 论 中 的 结果 ， 读 者 如 要 详细 地 了 解 它 ， 可 参看 有 
关 群 论 的 著作 ， 例 如 ，M。TI .Karg apolov 和 J。l. Merzljakov 
的 “Fundamentals of the Theory of Groups” (1976) P。P。 
61—62 (New York) 。 

定理 1 〈 雷 天 德 ，[39])。) 有 限 结合 BCI- 代 数 《X; 冰 ,0》 
是 有 限 个 二 阶 理想 的 积 : 

X= (ga) x (a,) Xx Xx Cae), (1) 

其 中 《a 表示 X 的 一 个 二 阶 理想 ，| 《ai) | = 2 。 

证 由 甜 理 2.4 知 ，(X， 冰 ) 是 一 个 对 合群 ;从 而 是 (循环 》 
利 数 为 2 的 可 换 2 - 群 。 因 此 ， 群 《X， 冰 〉 中 的 非 零 循环 子 群 
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只 能 是 二 阶 循 环 群 《0， a}, 1=1]，2，…，7。 由 于 每 个 {0， Ci 
对 运算 水 封闭 ， 故 它 是 一 个 子 代 数 ， 由 定理 3.6 知 ， 它 又 是 一 个 


理想 。 由 引 理 1 知 ，《1) 成 立 。 Q.E.D. 
注 (1) 中 的 等 式 是 同 构 意义 下 相等 。 
一 个 上 自然 应 当 考 虑 的 问题 是 下 列 : 


问题 1 定理 1 的 逆 成 立 吗 ? 

1984 年 4 月 ， 西 北大 学 数学 系 八 品级 学 生 并 爱 去 对 问题 1 给 
出 了 否定 回答 ， 举 出 了 下 列 反例 : 

例 1 设 和 ={t0,1,2,3),X 中 的 二 元 运算 关 由 下 表 给 出 ; 


*| 0 1 2 3 
0| 0 3 0 3 
1| 1 0 3 2 
2 2 3 0 1 
3| 3 0 3 0 


则 (发 ， 米 ，0? 是 一 个 BCI-- 代 数 。 容易 看 出 ， 《XX ， 米 ，0) 的 仅 有 


的 二 阶 理想 是 
A = {0, 2},B = (0，3} 


而 且 ，A 和 B 亦 是 X 的 两 个 子 代数 。 现 命 
Y=AxB, 
人 : (Zi yi 人 人 (za ya) = (Tk*T,, yk*y,), | 
g =(0，0)， 
则 人 Y， 人 ，2) 是 一 个 BCI- 代 数 ， 但 不 是 结合 的 ， 因 
(0,0) 人 (2,0) = (0 冰 2,0 冰 0) = (0,0) (2,0)。 QE.D. 
如 果 命 


(2) 
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由 结合 性 且 按 同 构 意 义 ， 公 式 〈1 ) 中 X 的 每 一 元 素 绒 可 唯一 地 
表示 为 

z=af tkass .kanes ={ 1 (3) 
因此 可 有 下 列 ， 

定理 2  〈( 雷 天 德 ，[39]。) 设 〈X 水 ，0? 是 一 个 有 限 结 
合 的 BCI- 代 数 ， 则 


y ={ oe! 冰 af? 阔 … 六 ae :Ei 二 0 或 1 ,1= 1 ,ee (4) 


从 而 | 入 | = 2"。 QO.E.D。 
推论 奇数 阶 或 非 2 的 偶数 阶 BCI- 代数 一 定 不 是 结合 的 
BC1- 代 数 ， Q.。E.D。 


注 ”2" 阶 的 非 结 合 的 BCI- 代 数 也 存在 , 见 下 列 
例 2 X= {0，1，…，2" 一 1 ;，X 中 二 元 运算 闵 定义 为 
10, Xz<y<2"- 1, 
‘1, yy<r<2- 1, yx0, 
2 2" -1, y<r=2"— 1, y+ 0， 
| z， 7y<IT 委 2- 1，y= 0， 
则 《 矢 阔 ，0 > 是 一 个 非 结合 的 BCI- 代 数 。 〈 见 [C39]。) 
” 2. 同 构 问 题 ， 
有 限 阶 结合 BCI- 代数 的 同 构 条 件 特别 简单 ， 这 由 下 列 结果 
给 出 : 
定理 3 ( 雷 天 德 , [39].) 设 《X13 六 190> 与 (入 :3 水: 02》 
是 两 个 有 限 结合 BCI- 代 数 。 则 X,~X,<>X, 与 X; 的 阶 相等 。 
证 “之 ”。 显 然 。 
《<”. 各 入 与 人， 都 是 2 阶 的 ， 则 


£ € Cn 。 " 
X ,= 908 水生 水 ， 和 水 1 Di 
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X ;= | 后: 水 :8 生 洲 ， 沙 :65 :81= 0,1, = 1,… 
由 于 结合 性 及 表示 的 唯一 性 ， 则 映射 

j 矿 : a81 沙 :08 冰 1 闵 i105 一 b 51 水 2027 阔 。… 闵 2b 
是 《< 冰 1， 米 !:，01) 到 (XX,， 冰 ,，0,， 上 的 一 个 同 构 映射 。 

Q.E.D. 

这 样 ， 在 同 构 的 意义 下 , 阶 为 2 的 结合 BCI- 代 数 只 有 一 个 。 
利用 这 个 结果 ， 李 金龙 在 1984 年 3 月 得 到 了 下 列 结果 : 

定理 4 设 《XX， 冰 ，0) 和 《Y， 人 ,6》 是 两 个 有 限 的 且 是 同 
阶 的 BCI- 代 数 ， 则 X 和 Y 都 是 结合 的 充 要 条 件 是 4X， 冰 ，0? 与 
《Y; 人 ， 罗 反 同 构 ， 

证 充分 性 已 由 定理 5.9 给 出 。 现 证 必要 性 。 事 实 上 ， 如 果 
X 和 YY 是 两 个 有 限 阶 的 ， 同 阶 的 结合 BCI- 人 代数， 由 定理 3 知 ，X 
之 Y。 即 对 于 任意 的 z-，y EX， 有 

f (zx*y)= f(7) 人 f(y), 

其 中 /是 X 到 Y 的 同 构 对 应 。 由 于 Y 是 结合 的 ， 故 有 

z f(z*y) = f(y) 人 三 (z) 。 
因此 ，/ 是 六 到 Y 的 反 同 构 。 故 人 Xi 水 ,0? 与 Y5 人 ， 峭 反 同 构 。 

OQ.E.D. 

3 。 子 代数 问题 ， 

利用 定理 3e。13， 井 爱 雯 得 到 了 下 列 结果 : 

定理 5 设 尺 ， 亲 ，0) 是 一 个 有 限 的 结合 BCI- 代 数 , 了 是 一 
个 集合 ，|1Y 了 |= |X1， 任 取 闪 到 Y 上 的 一 一 上 映 射 /， 命 

0=f(0), 
人 :yi 人 ya= fy) wf (yy,)), 
则 《Y5s 人 ， 人 是 一 个 结合 的 BC 太 -代数 ， 且 称 为 由 《Xi 沙 ，07 玉 
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(5) 


/ 导入 的 结合 BCI- 代 数 。 
证 因 对 于 任意 的 zj，z:EX 有 
zi) 人 Fz) = ff f(x)) ff (x,))) 
= f(x,*z,), 
故 f 是 从 结合 BCI- 代 数 《X， 冰 ，0》 到 “(2,0〉 型 代数 (Y， 人 ，9) 
的 一 个 同 构 对 应 ， 由 定理 3.13 知 ，《Y; 人 ， 销 是 结合 的 BCI- 代 
数 ， Q.E.D:. 
利用 这 一 结果 ， 井 爱 雯 进一步 得 到 了 下 列 结果 ， 
定理 6 设 X，Y 与 1 同 定 理 5， 且 XNY=@, 令 
Z=XUY 
Vz，2yE2， 定 义 如 下 的 所， 
‘zx*y, rz, yEX, 
fir) kf iy), rz, vyEY, 
f(z) Ay, rEX, yEY, 
[zAf(y), yEX, rEY., 


ry= 


则 有 

1 ) 《Z，Q，0) 是 一 个 结合 BCI- 代 数 . 

2 ) X 是 Z 的 一 个 子 代数 

3 ) 如 果 |X| = 2", 则 1Z|=2。|X|=2"+1, 

证 利用 定理 3.3 易 证 (Z，Q@,0) 是 一 个 结合 BCI- 代 数 〔 验 
证 留 给 读者 ) 。 后 二 事实 是 显然 的 . Q.E.D. 

注 ”这 个 定理 给 出 了 由 一 个 2 阶 结合 BCI- 代 数 产生 一 个 
2"+! 阶 结合 BCI- 代 数 、 且 使 前 者 为 后 者 的 子 代数 的 方法 ， 

易 知 ， 有 下 列 结果 ; 

定理 7 设 (X， 冰 ,0) 是 一 个 BCI- 代 数 ，A 是 X 的 子 代数 ， 
8 是 A 的 子 代数 ， 则 B 是 X 的 子 代数 . Q.E.D， 

井 爱 去 给 出 了 下 列 有 趣 的 例子 ， 
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例 3 设 X,= {0，1}， 命 


水 1 0 1 
"| 0 1 


则 (X,， 米 :，0? 是 一 个 2: 阶 的 结合 BC 代数 。 
命 Y,= {2，3}, 《Y1， 人 1!，2) 是 由 X! 决定 的 结合 BCI- 代 数 
(ff :0hF>2，1HF>3)。@ 实际 上 由 下 表 给 出 ， 而 4,= 
XUY,= {0, 1，2， 3); 
0 1 2 3 


00 1 2 3 
11 0 3 2 
22 3 0 1 
313 2 1 90. 
则 《2Z1，Q1:，0) 是 一 个 结合 的 2: 阶 的 BCI- 代 数 ， 且 以 X, 为 2! 


阶 子 代数 ， 

再 命 Y,= {4，5，6，7}，《Y,， 人， 分 为 由 (人 口 ，0)> 决 

. 定 的 结合 BCI[- 代 数 ; 进 而 可 产生 2 阶 的 结合 BC 代数 (2 中 ，， 

0 ,其 中 7Z,= (0,1，2，3，4，5,6,7} 而 〇 ,的 乘法 表 实 际 上 是 ， 
Sh 1 2 3 4 5 6 7 


00 123 4567 
1|1 0 3 2 .54756 
22 30 16 745 
3|3 2 1076 54 
414 56 770 123 
5l5 4 76 1032 
66 745 2301 
7I17 6 5 43 2 10 
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这 时 ， 和 :和 2 :分 别 是 Z: 的 2 和 2 阶 子 代数 。 

由 于 上 面 的 定理 5 ， 定 理 6 和 定理 7 的 保证 而 可 继续 这 样 做 
下 去 ， 从 而 并 爱 雯 得 到 了 下 列 结果 : 

定理 8 存在 2" 阶 的 结合 BCI- 代 数 (X， 洲 ，0》， 它 具有 一 
切 2: 阶 的 子 代 数 ， 其 中 上 万 %"，k 和 为 非 负 整数 。 Q*E.D。 


$7 广义 结合 BCI- 代 数 


定理 2.8 中 给 出 了 结合 性 的 一 个 特征 性 质 ， 对 于 BCI- 代数 
《XX， 洲 ，0> 来 说 ， 和 是 结合 的 当 且 仅 当 
0 阔 工 = 工 ， YX 和 从， (1) 

我 们 在 前 面 几 节 中 已 经 看 到 ， 结 合 BCI- 代数 的 这 一 特征 在 研究 
结合 BC 代数 时 起 了 很 大 的 作用 。 尤 其 是 定理 3.3 进一步 利用 
(1) 给 结合 BCI- 代 数 一 个 较 简 明 的 判别 方法 . 、 

1983 年 ， 雷 天 德 在 [41] 中 推广 结合 性 而 引入 了 广义 结合 性 。 
广义 结合 BCI- 代数 具有 一 些 非常 良好 的 性 质 。 在 广义 结合 性 引 
入 之 后 ， 一 些 作者 投入 了 这 一 方面 的 工作 ， 得 到 了 一 批 结果 . 

在 这 一 市 中 我 们 来 介绍 一 下 有 关 广 义 结合 性 的 一 些 主 要 结 
果 。 

1 。 广 义 结合 BCI- 代 数 的 概念 。 

我 们 先 介绍 广义 结合 BCI- 代 数 的 下 列 定义 ， 

定义 1 ( 雷 天 德 ，[41))。 座 尺 ; 洲 ，0) 是 一 个 BCI- 代 
数 。 如 果 对 于 任意 的 TEX 有 

0 六 (0 灯 7z)= zx， (2) 
则 < 入 ， 米 ，07》 叫 做 广义 结合 的 或 具有 广义 结合 性 的 BCI- 代 数 . 
例 1 结合 8 代数 缘 是 广义 结合 的 。 因 若 z 是 结合 BCI- 
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代数 (X， 米 ，0? 的 任 一 元 ， 则 
0k(0k7)= 0 水 Z=2。 
” ” 例 2 存在 非 结 合 的 广义 结合 BCI- 代 数 . 设 X= {0, 1, 2, 3， 
4,X 中 的 二 元 运算 炒 由 下 表 给 出 


炒 1 0 1 2 3 4 
0|0 4 3 2 1 
1l104 3 2 
2|2 104 3 
3|3 2 1 0 4 
414 3 2 1 0， 


则 《和 米 ，0> 是 一 个 广义 结合 的 BCI 代数， 但 不 是 结合 的 ， 因 
0 水 1= 4 并。 ， 

例 3 存在 非 广 义 结合 的 BCI- 代 数 。 设 X= (0，a，6},X 中 
的 二 元 运算 米 由 下 表 给 出 : 


bibb 0 


则 《<X， 米 ,0) 是 一 个 BCI- 代 数 , 但 不 是 广义 结合 的 , 因 0 阔 (0 米 a) 
= 0 一 G。 


由 例 1 一 例 3 可 知 成 立 下 列 事实 ; 

定理 1  〈 雷 天 德 ，[41]。) 广义 结合 BCI- 代 数 类 是 BCI- 
代数 类 的 一 个 真子 类 ， 结 合 BCI- 代 数 类 是 广义 结合 BCI- 代 数 类 
的 一 个 真子 类 。 Q .下 上 ,D， 

广义 结合 性 有 下 列 特征 : 

定理 2  〈 直 天 德 ，[41]。) 设 (Xf 洲 ，0> 是 一 个 BCI- 代 
数 ， 则 六 足 广义 结合 的 当 且 仅 当 对 于 X 中 的 任意 两 个 元 素 y、z 有 
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% 阔 (0 米 妆 = 2 阔 (0 沙 4)， (3 ) 
证 “=>”. 因 y 水 (0 米 2) = (0 水 (0 洲 y)) 冰 (0 水 2) 
= (0 冰 (0 冰 =z)) 亲 (0 冰 >) 
= Zz 冰 (0 水»)。 
<:” ， 因 0 水 (0 水 z) = 2 水 (0 水 0) = zx 冰 0= Xx，。 
QQ E。D。 
2 . 广义 结合 BCI- 代 数 与 Abel (交换 ) 群 的 关系 
类 似 于 结合 BCI- 代 数 与 对 合群 的 关系 ， 广 义 结合 BCI- 代 数 
与 Abel 群 也 有 密切 的 关系 。 
定理 3 〈 雷 天 德 ，[41]。) 设 人 % 炒 ，0) 是 一 个 广义 结合 的 
BCI- 人 代数。 在 X 中 定义 一 个 二 元 运算 十 ， 
十 ， z+y= Zz 冰 (0 冰 )，FF7I，y EX， (4) 
则 (AX, 十》 是 以 0 为 零 元 的 一 个 Abel 群 . 
证 显然 ，X 非 空 ， 且 XX 对 运算 十 封闭。 下 面 验 证 ; 
1 ) X 满 足 结合 律 。 因 
T+ (y+2z)=X 闲 (0 冰 (3 水 (0 阔 z))) 
=《〈y 沙 《0 沙 z)) 阔 (0 水 工 ) 
= 《y 冰 (0 冰 7)) 六 (0 六 2) . 
= (ZX 冰 (0 水 7)) 冰 (0 水 2) 
= (T+y)+2, 
2 ) XX 满 足 交换 律 。 因 
Z+y=Z 水 (0 水 y)》=y 沙 (0 水 Z) = 了 二 2Z。 
3 ) 0 是 零 元 ， 因 zz+10=10+7=0 沙 (0 水 ZI) = 
4) 0 六 Z 是 z 的 负 元 。 因 z+(0 米 z) = (0 六 Z) +Z= (0 六 7X) 
水 (0 水 z)=0。 Q:E..D: 
注 对 于 结合 BCI- 代 数 《X， 米 ，0) 来 说 ， 由 于 
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r+y=7Tk*(0 冰 Y= (XT 水 0 ) 椒 儿 = 工 涉 2 
大 运算 + 和 运算 米 是 一 至 的 。 

定义 2 雪夫 德 ，[41]。)》 由 一 个 广义 结合 的 BCI- 代数 
《X， 闲 ，0) 按 (4) 定义 +， 得 到 的 Abel 群 ( 兴 ，+) 称 为 广 
义 结合 BCI= 代 数 4x:， 米 ，0) 的 伴随 群 。 

由 一 个 Abel 群 出 发 也 可 得 色 一 个 广义 结合 的 BCL- 代数 ， 即 
有 下 列 : 

定理 4  ( 雷 天 德 ，541]。) 设 (X，+) 是 以 0 为 零 元 的 一 
个 Abel 群 ， 运 算 一 为 运算 + 的 逆 运 算 ， 则 (2，0) 型 代数 (和 
一 ， 0 > 十 一 个 广义 结合 的 BCI~- 代 数 ，。 

证 显然 ，X 对 运算 一 封闭 。 容 易 验证 : 

[I—1. ((z—-»y)— (rz-2))-(z—-y)= 0。 

1—2. (x—- (xz—-y))—-y»y= 10。 

I—3.7~7rz=0. 

[4. 7~y=y~I= 0 r=y., 

1I-—5.7~-0=0=>z= 10， 

(1) 0-(0-7z)=z. Q.E.D. 

定义 3 〈 雷 大 德 ，[41)。〉 由 一 个 Abel 群 出 发 按 定理 4 
的 方法 确定 的 广义 结合 BCI- 代 数 称 为 已 知 Abel 群 的 伴随 代数 ， 

这 里 出 现 了 一 个 问题 : 已 知 广 义 结合 BC 代数 (人 水 ,07， 
其 伴随 群 为 (入 ，+) (0 为 零 元 ) ， 而 伴随 群 是 Abel 群 ， 又 有 它 
的 伴随 代数 (XX; -，0>。 那 么 4(XK 水 0? 与 人 X5 一 ，0> 有 什么 
关系 呢 ? 下 列 定理 给 出 了 回答 。 

定理 5 〈 雷 天 德 ，C412,)《X; 一 ，0 就 是 4 和 5 水 ，07 

证 设 zx 和 y 是 % 中 的 任 二 元 ， 因 为 x+y=z 水 (0 洲 y)， 故 

XT- y=7+(-y)=rT+ (0w*y) =2Z 水 《0 水 (0 水 y)》 = 工 水 y。 
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Q.E.D. 

类 似 地 ， 有 下 列 ， 

定理 6  〈 雷 天 德 ，[41]) . 设 (X，+) 是 以 0 为 零 元 的 
一 个 Abel 群 ， 其 伴随 代数 为 《<X， 一 ，0>，<X， 一 ，0》《〈 作 为 
一 个 广义 结合 的 BCI- 代 数 ) 的 伴随 群 是 (X，+’) ， 则 

(X, +)=(X, +’). 

证 因 z+’y=z-(0-y)=z+y。 Q.E.D， 

对 于 同 构 而 言 ， 有 下 列 结 果 : 

定理 7 〈 雷 天 德 ，[41].,) 设 〈X3 阔 ，0? 和 (《〈X75 水 07》 
是 两 个 广义 结合 的 BCI- 代 数 ， 则 《<X， 冰 ，0) 守 <《X'， 冰 ，0’》 
所 之 它们 的 伴随 群 同 构 ， 即 (X，+) 之 (X*，+’)。 

证 “>”。 设 同 构 映 射 J/，zx 一 >x =f(z)。 则 

f (r+y)=f(rkxk(0kx*y) = (7) kf (00) wk*' f(y)) 

=2Z/ kk (0 kx* yy ) = f(r +’y’)., 

因此 也 是 (X，+) 到 (X’，+’) 上 的 一 个 同 构 上 映射 。 

《二 ”。 设 1; I>7x' =f(x)。 由 定理 5 ,只 要 证 《XX，--， 
0) 二 <X/'， -',，0’》。 事 实 上 F， 因 

f(t- y= (rt) =/ (7) + f(y =r +(-y’) 

=7 /y=f(7) -f(y), 
故人 Ai 一 ,0) 之 《z'， 一 0， 从 而 (XI 沙 ,07 僵 (X7 3 水 /0 >。 
Q.E.D. 

注 1 非 广义 结合 BCI- 代 数 不 可 能 有 伴随 群 。 因 有 z EX， 
使 0 炒 (0 洲 z) 盖 z， 故 0 +z 志 z， 即 0 不 是 零 元 。 

注 2 非 Abel 群 不 可 能 有 伴随 代数 。 (参看 [15]。) 

3。 广 义 结合 BCI- 代 数 的 性 质 。 

广义 结合 BCI- 代 数 有 下 列 性 质 ， 
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定理 8 。”〈 郭 秀云 544]。) 设 (X 米 ，0》 是 一 个 BCI- 代 
数 。 则 《〈X， 米 ，0? 是 广义 结合 的 当 且 仅 当 B(X) = {0}).。 
证 “人 一”.。 设 ZEB(X)。 则 0 六 zz=0 从 而 zZ=0 沙 (0 沙 Z) 

= 0 六 0=0， 即 B(X)={10)。 

《<”。 设 EX， 命 xz = 0 六 (0 洲 z)， 则 

Z1 水 了 = (0 水 (0 水 Z)) 水 = (0 水 Z) 沙 (0 水 ZJ) = 0 。 
另 一 方面 ， 由 定理 下 。2。7。 有 
(Zi 阔 Z1) 沙 (7Z 沙 ZI) ZI 水 Z= 0， 
由 工 一 5 知 ，(Z: 水 zl) 水 (z 沙 zi)= 0， 即 0 洲 (z 洲 zi)= 0。 故 
z 冰 z1EB(X), 从 而 z 冰 x1 =0。 由 了 一 4 知 ,z=z1= 0 六 (0 冰 z)， 
因此 (% 洲 ，0> 是 广义 结合 的 。 QE.D: 

由 此 可 知 成 立 下 列 ，《 从 而 ， 和 结合 性 一 样 ， 广 义 结合 性 也 
是 BCI- 代 数理 论 一 个 固有 的 性 质 。)》 

推论 “〈 辑 秀云 [44]。) 一 个 BCK- 代 数 (X， 六 ，0) 具 有 
广义 结合 性 的 充 要 条 件 是 X= {0})， 即 (XX ， 冰 ，0》 是 平凡 的 ， 

证 “>”。 由 定理 8 知 。“ 寺 ”。 显然 ， Q，。 了 上 。D， 

下 列 事实 是 显然 成 立 的 ， 

定理 9  ( 雷 天 德 ，[15]。) 广义 结合 性 是 一 个 遗传 性 。 

Q.E.D. 

定理 10 ”〈 雷 天 德 ，[515]。) 广义 结合 BCI- 代 数 (X 水 ,0》 
的 任 一 子 代数 皆 为 理想 。 

证 设 3 为 它 的 一 个 子 代数 ， 且 《XX ， 冰 , 0) 的 伴随 群 为 (X， 
+) ， 0 为 它 的 零 元 。 显 然 ， 0 ES。 如 果 z，yE5。 则 z- y= 
7 冰 yE€5， 故 3 是 群 (X，+) 的 一 个 子 群 。 因 此 ，S 对 + 封闭 。 这 
样 ， 如 果 zxzES，y-2z=y 水 zZES， 那 么 y= (y~z)+xES, 从 
而 > 是 人， 水，07 的 一 个 理想 。 QQ。 了 上。D， 
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定理 11( 汪 230) 设 〈X 沙 ，0> 是 一 个 广义 结合 的 BCI- 代 
数 ， 其 伴随 群 为 (X，+ ) ， 以 0 为 零 元 ，AEX， 则 A 是 (XI 
六 ， 107> 的 一 个 子 代 数 所 >A 是 (AX，+) 的 一 个 子 群 。 
证 “ 僵 ”， 定 理 10 的 证 明 已 给 出 。“<”， 设 A 是 (X，+ ) 
的 一 个 子 群 , 故 0 EA。 设 >，?y 是 A 中 任 二 元 素 ， 则 z- yES。 
从 而 z 米 y=Zz-yES。 故 SS 是 (XI 水，0)? 的 一 个 子 代 数 。 
Qe.E.D. 
推论 ( 注 230 条件 同 定理 11。 如 果 A 是 (X, +) 的 一 个 不 变 子 
群 ， 则 A 是 <X， 冰 ，0) 的 一 个 理想 。 
证 由 定理 11 和 定理 10 知 。 Qe.E.D. 
定理 12( 注 32) 设 人 Xi 沙 ,0>》 是 一 个 广义 结合 的 BCI- 代 数 ， 
它 的 伴随 群 为 (和 X，+)， 以 0 为 零 元 ，A 是 (X，+) 的 任 一 子 群 
(因而 是 不 变 子 群 ), 由 A 产生 的 商 群 为 (X/A, +). 则 由 (X/A， 
+ ) 产生 的 伴随 代数 就 是 <X， 冰 ，0) 的 由 A (作为 理想 ) 产生 的 
商 代数 ， 
为 证 这 个 定理 ， 先 给 出 下 列 ， 
引 理 1 ( 注 233) ”在 定理 12 的 条 件 下 ， 对 于 任意 的 a€X， 有 
C=aA., (5)》 
证 设 zGEL， 则 xz 洲 c=z-aEA。. 设 z-a=b 故 z=a+Db 
即 zEaoA。 因 此 CEoA。 
又 设 TEaA, 因 此 z=at+6b6，bEA。 由 于 AA 是 一 个 子 群 ， 因 
此 -bEA. 故 Xz 冰 0=xX~-a=bEA,a 冰 T=a-r=-bEA., 
于 是 ，xz~a。 所 以 XE Ca。 这 样 便 有 aAC Coa, 
我 们 证 得 了 (5) 。 Q。E。D。 
引 理 2 ( 注 234) 在 定理 12 的 条 件 下 ,对 于 任意 的 x，y EX， 
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C.*C,.=rA~-yA. (8) 
证 事实 上 ，C. 洲 C,= Crzxy= (zxy)A= (rz-y)A 
= (Z+( -yy))A=ZzA+( 一 JJ)A 
TA—- vA, QE D. 
定理 12 的 证 明 设 由 (X/A，+) 产生 的 伴随 代数 为 M， 
《X， 灯 ，0) 的 由 A 产生 的 商 代数 为 N。 由 引 理 1 知 ， 作 为 集合 ， 
M = N。 由 引 理 2 ,M 中 的 运算 + 与信 中 的 运算 水 是 一 致 的 。 因 
此 M = N Q.E,.D: 
完全 类 似 地 ， 我 们 可 以 得 到 下 列 : 
定理 13( 注 235)】 设 《X， 冰 ,0) 是 一 个 广义 结合 的 BCI- 代 数 ， 
其 伴随 群 为 (X，+)，A 是 <X， 冰 ，0) 的 一 个 子 代数 ，《X/A， 
水 ，Co? 是 商 代数 ， 它 的 伴随 群 正 是 群 (X，+) 以 A 为 不 变 子 群 


生成 的 商 群 . QE.D. 
定理 14 《和 雷 天 德 ，[15]。) 广义 结合 性 是 一 个 可 商 性 ， 
Q.E.D. 
定理 15( 注 236)】 广义 结合 性 是 一 个 可 积 性 ， 也 是 一 个 逆 可 积 
性 。 


证 《〈X 水 ,0 是 一 族 BCI- 代 数 (Xe 水 。，0o) :a ET 的 积 
代数 ， 

1 ) 先 证 广义 结合 性 是 一 个 可 积 性 , 设 每 个 4X。 六 。。，0e> 是 
广义 结合 的 ，cEI。 设 AEX。 对 于 任意 的 cEI 有 

(0 米 (0 米 方 ) (a) =0(z) 水 (0(@) 阔 co)=o)， 

故 0 冰 (0 冰 f) =f， 因 此 《XX; 米 ，0> 是 广义 结合 的 。 

2 ) 仙 证 广义 结合 性 是 一 个 逆 可 积 性 . 设 《<X， 冰 ，0》 是 广 
义 结合 的 、 设 z。 是 〈 久 oj 水 s，0a> 中 的 任 一 元 素 ，aEI， 命 
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ro, P=a, 
1 (8) ={ 
0s,，p 夺 a。 
因为 ( 久 ， 水 ，) 是 广义 结合 的 。 故 
0k Or 站 = 有 
从 而 对 于 a El 有 z 
(0 六 (0 六 让 ) (a) = f(a)， 
即 
0(@)*a(0(a) x*af (0)) =1 (0), 
亦 即 
0c 冰 a(0o 亲 aXo) 三 Ta， 


. 故人 《os 阔 os 0a> (a E1) 背 是 广义 结合 的 。 Q . E . D bd 


定理 16 (当天 德 . C15)。〉 任 意 的 广义 结合 BCI- 代 数 《X 
沙 ，0> 都 是 (0，1; 0，0)》 型 拟 可 换 的 BCI- 代 数 。 

证 因 

Qo iT, y= (rT- (~-y))- (yy-7)=7, 
Qs0ly, 7)=y- (yy—7x)=7, 
故 (X， 水，0? 是 (0，1 0，0) 型 拟 可 换 的 。 Q .ED。 
定理 17( 注 37) 广义 结合 性 是 一 个 同 态 不 变性 ， 

证 设 f 是 广义 结合 BCI- 代 数 (X， 水 ，0) 到 BCI- 代 数 《Y， 
人 ，9 上 的 一 个 同 态 映射 ，y 是 Y 中 的 任 一 元 迷 , 任 取 XE， 
使 1/(x) = y。 则 

0 亲 (0 冰 7) =T， 
“ 故 
三 0 米 (0 水 z)) = f(x)， 
因此 有 
(0) 和 人 (10) 和 大 zz)) = f (7), 
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出 


O01.(04y)=y, 


故人 Y# 和信， 人 外 是 广义 结合 的 。 Q.E.D. 


个 同 态 映射 ， 故 特别 地 ， 可 得 到 定理 14。 


4。 广义 结合 性 与 结合 性 

1984 年 4 月 ， 李 金龙 得 到 下 列 结果 ， 

定理 18 设 人 ; 洲 ,0> 是 一 个 BC 代数 , 则 下 列 条 件 等 价 ， 
1 ) 《xy 水 ，0> 是 广义 结合 的 。 


2 ) 了 水 4y 和 不 2) = 2 水 (y 冰 7X)， yr, yyz 稳 入。 《7 ) 
3 ) z 水 (z 水 力 =y。 (8 ) 
4 ) 0 洲 (z 沙 y) = y 冰 z。 (9 ) 


证 1) 之 2) 。 这 是 由 于 : 

ZX 水 (y 水 z) =I- (yy 一 2) =Z+( 一 (yy 一 2)) 
=7T+((~ yy)+2)=rz+(z2+(~ yy)) 
= (T+t2)+(—-y)= (z+7x)+(—y) 
=2z+(z+(-y))=z+((-y) +Z) 
=2+(- (yy~7))=2~ (y—I) 
= z 炒 (水 z) 。 | 

2) 之 3) 。 在 (7) 中 命 y=Xz，z=y， 则 
Tz 水 (7 闲 y) = y 玉 (Z 阔 Z) = y 阔 0 = y。 
3) 之 4) 。 这 是 由 于 ， 

0 水 (x 水 y) = (7 冰 7) 冰 (x 冰 >) 
=《〈Z 水 (Z 阔 y) ) 水 了 工 
= y 亲 Zz。 

4) 字 1)。 在 (9) 中 取 z=0， 则 有 


328 


4 


0 米 (0 米 y) = yy 水 0= y。 
由 于 y 是 X 中 的 任 一 元 素 ， 据 定义 1，(Xi 米 ,0? 是 广义 结合 的 。 
Q。E。D， 

注 1) < 入 人 2) 是 雷 天 德 的 定理 2 的 一 个 推广 。 由 (8) 
可 有 广义 结合 性 的 下 列 特征 : 

定理 19( 注 238】 ” 设 〈X;i 炒 ,0? 是 一 个 BCI- 代 数 。 则 关 是 广义 
结合 的 当 且 仅 当 和 满足 下 列 条 件 ; 

3 水 (zZ 水 (z 阔 7y))= 0， VYz,y EX， (10) 
或 
yz 站 (XY*y)， Vx,yEX. 

证 ”必要 性 。 设 X 是 广义 结合 的 。 于 是 (8 ) 成 立 ， 从 而 (由 
[一 3 知 ) (10) 成 立 。 

充分 性 。 设 入 满足 《10) 。 但 由 I-2 又 有 

(z 阔 (Z 沙 y)) 阔 yy= 0， 
再 由 IT-4 知 
Z 冰 (Z 水 y) = y。 
由 定理 18 中 1 ) < 所 > 3 ) 而 知 ，X 是 广义 结合 的 BCI- 代 数 ， 
Q.E.D. 

李 金 龙 还 得 到 了 下 面 几 个 有 关 广 义 结合 BCI- 代 数 的 结果 ， 

定理 20 设 BCI- 代 数 (X， 灯 ,0) 是 广义 结合 的 。 如 果 工 , y， 
zz 是 X 的 任意 三 个 元 素 , 且 x 六 >， 

则 Z 阔 z 半 y 阔 zs 2 水 工 轧 2z 阔 y。 

证 只 用 证 第 一 式 ， 第 二 式 可 类 似 地 证 明 。 用 反 证 法 ， 若 当 
z 闪 时 有 zEX 使 

ZX 冰 2= 3 水 z。 


那么 有 
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IT 一 Z 二 yy 一 2z， 
即 
r+(—2)=y+(— 2). 
了 于是， 我们 有 
(T+(~2))+2= (y+(—2))+2 
从 而 得 到 x= y。 放 导 。 Q.:E.D. 
定理 21 在 BCI- 代 数 (X， 冰 ，0) 中 如 果 满 足下 列 条 件 ， 
(0 冰 7) 冰 T=z， YXEX， (11) 
则 XX 是 广义 结合 的 ，。 
”证 方法 一 。vx EX 由 (11) 有 
((0 冰 7) 亲 I) 冰 (0 闵 7) =7X 冰 (0 冰 7)， 
从 而 有 
《(0 冰 7) 冰 (0 冰 7)) 冰 T= XY 冰 (0 冰 7X)， 
即 
0 水 Z = 了 阔 《0 水 Z) 。 
于 是 ， 我 们 有 ， 
I 二 《0 六 7) 冰 X= (7 六 (0 水 7)) 冰 z= (x 冰 7) 冰 (0 炒 7) 
= 0 水 (0 水 z) 。 
故 和 是 广义 结合 的 。 Q.:E.D. 
方法 二 。 设 zxEB(X)， 则 0 洲 z= 0 。 故 
Z=(0 冰 IT) 阔 Z=10 沙 = 0。 
因此 B(xX) = { 0。 所 以 ，X 是 广义 结合 的 《由 定理 8 知 )。 


Q.E.D. 
在 什么 条 件 下 广义 结合 BCI- 代数 是 结合 的 呢 ? 李 金龙 给 出 
了 下 面 结果 ， 


定理 22 ”在 广义 结合 BCI- 代数 《Xi 水 ，0 中 如 果 满 足下 
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列 条 件 ， 
(0*z) 冰 z= 0 ,vrEX, (12) 
则 X 是 结合 的 。 
证 由 (12》〉 对 于 任意 的 zx，y EX 有 
《0 冰 (z 冰 >》)) 冰 (zx 米 y)= 0 。 
由 于 X 是 广义 结合 的 ， 由 《7 )〉 而 有 
(y 冰 (zx 冰 0)) 米 (x 冰 y)= 0。 
故 有 
《y 阔 zZ) 阔 (z 沙 y) = 0。 
互 换 7 与 y 可 有 
(z 冰 y) 闲 (y 冰 7)= 0 。 
从 而 由 1-4 知 x 阔 y=» 阔 rz。 因 此 XX 是 结合 的 。 
. Q.E.D. 
李 金 龙 还 利用 广义 结合 性 而 得 到 了 结合 性 的 下 列 特征 : 
定理 23 设 人 Xi 水 ，0? 是 一 个 BCI- 代数 。 则 X 是 结合 的 当 
且 仅 当 ^ 满 足下 列 条 件 : 
z 沙 (0 米 z) = 0，YzEX。 (13) 
证 ”必要 性 。 这 是 由 于 
Z 水 (0 水 Z) =X 冰 xX= 0 。 
充分 性 。 设 zxEB(X)， 则 0 六 z= 0 。 由 (13) 而 有 
0 =2Z 沙 (0 水 2Z) = 工 水 0 = 工 。 
故 B(X) = {0}。 由 定理 8。X 是 广义 结合 的 。 
由 〈13) ， 对 于 任意 的 x,yEX 有 
(z 冰 >) 冰 (0 六 (x 冰 )) = 0 。 
由 于 X 是 广义 结合 的 ， 由 《7 ) 有 
(z 水 y) 阔 (人 ?水 (水 0))= 0， 
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术 (z 米 多 米 《y 水 了 ) = 0。 


互 换 z 与 了 而 有 
(y 阔 Z) 冰 (z 水 y) = 0 。 
由 工 -4 知 ， 我 们 有 : 
z 冰 y=y 冰 xX， Vx，yEX， 
由 定理 2. 8 知 ，X 是 结合 的 。 Q.E.D. 


$8 具有 散 子 代数 性 质 的 BCI- 代 数 


前 面 我 们 已 经 介绍 了 BCI- 代 数 类 中 几 种 重要 的 子 类 , 例如 , 
BCK -代数 类 ， 结 合 BCI- 代数 类 和 广义 结合 BCI- 代 数 类 等 。 这 ， 
些 代 数 类 之 间 的 关系 大 体 上 如 下 面 的 图 5 - 1 所 示 。 


图 5-1 
在 这 一 节 中 ， 我 们 来 介绍 BCI- 代数 类 的 一 个 新 的 子 类 一 一 


具有 散 子 代数 性 质 的 BCI- 代 数 类 。 这 是 作者 和 李 欣 在 1984 年 4 
月 引入 的 一 个 新 子 类 。 这 个 代数 类 是 BCI- 代 数 类 的 一 个 新 子 类 ， 
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也 是 一 个 真子 类 ， 而 BCK- 代数 类 和 广义 结合 BCI- 代数 类 皆 是 
它 的 真子 类 。 

1 。 具 有 散 子 代数 性 质 的 BCI- 代 数 的 概念 . 

我 们 在 定义 页 6. 3 中 曾 在 BCI- 代 数 中 引入 过 一 个 记号 ， 设 
《XX， 冰 ， 中 是 一 个 BCI- 代 数 ， 

L(X)=(X ~ B(X))U 10}, (1) 
定理 下 6. 5 指出 ， 如 果 《Y， 冰 ，0) 是 BCK- 代 数 (X， 冰 ，0) 的 
一 点 扩张 ， 那 么 L(Y) 一 定 是 了 的 一 个 子 代数 。 但 是 , 一般 地 ， 虽 
然 L(X) 是 BCI- 代 数 <X， 冰 ，0) 的 一 个 非 空子 集 ， 但 却 不 必 是 
X 的 一 个 子 代 数 。 例 下 .6。5 给 出 了 这 样 的 一 个 反例 。 这 样 ， 我 
们 有 必要 研究 这 样 的 BCI- 代 数 (X， 冰 ，0》, 它 的 子 集 L(X) 是 X 
的 一 个 子 代数 。 为 了 方便 起 见 ， 我 们 作 下 列 ， 

定义 1 ( 注 239) 设 人 (XI 冰 ， 人 是 一 个 BCI- 人 代数。 如 果 L(X) 
是 X 的 一 个 子 代数 ， 则 称 (X， 米 ，0? 具 有 散 子 代 数 性 质 。, 

我 们 给 出 具有 散 子 代数 人 性 压 的 BCI- 代 数 的 几 个 自然 的 例子 。 

定理 1 ( 注 :4%) BCK- 代 数 绽 是 具有 和 散 子 代数 性 质 的 BCI- 代 
数 。 (因此 具有 散 子 代 数 的 性 质 是 一 种 推广 性 质 。)》 

证 ” 设 (X， 洲 ，0) 是 任 一 BCK- 代 数 ， 则 B(X) = X。 故 
L(X)=(X-BCX))U{0)={0}。 而 10}) 是 X 的 一 个 子 代数 ， 
故 (X， 米 ，0? 具 有 散 子 代数 性 质 。 

Q.E。D。 

定理 2 ( 注 241) 任意 的 广义 结合 BCI~ 代 数 租 是 具有 散 子 代数 
性 质 的 BCI- 代 数 。 

证 设 (XI 水 ,0 是 一 个 任意 的 广义 结合 BCI- 代 数 。 由 定理 
7.8 知 B(X) ={(0》。 故 
L(X)= (X- BX)U{ 0)=X, 
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而 XX 是 X 的 一 个 子 代 数 ,因此 ，4XX， 冰 ， 0) 具 有 和 散 子 代数 性 质 。 
Q.E.D. 
显然 ， 我 们 可 以 给 出 BCK- 代数 和 广义 结合 BCI- 代数 的 下 
列 特 征 : | 
定理 3 (入 242) 设 (X; 冰 ，0) 是 一 个 BCI- 代 数 。 则 
1 ) X 是 可 BCK- 化 的 充 要 条 件 是 L(X) = (0 )}, 
2 ) X 是 广义 结合 的 充 要 条 件 是 L(X) = XX 
证 “1 ) 必要 性 由 定理 1 给 出 。 现 证 充分 性 。 由 于 
{0}=L(X)=(X—- BX))U{0}, 
故 B(X) = X。 因 此 ，X 可 BCK- 化 ， 
2 ) 必要 性 由 定理 2 给 出 。 现 证 充分 性 。 


由 于 X=L(X)=(X~ BC(X))U{0}, 
故 B(X) = {0}。 由 定理 7.8 知 ，X 是 广义 结合 的 . 
Q.E.D. 


下 面 我 们 给 出 一 个 例子 、 | 
例 1 设 “= {0，1，2，3)}，X 中 的 二 元 运算 水 由 下 表 给 


出 ， 
*J0 1 2 3 
0I0 3 0 1 
11 0 1 3 
2|2 3 0 1 
313 1 3 0 


则 <X， 冰 ，0) 是 一 个 BCI- 代 数 ， 易 知 ,，B(X) = {0,2;。 因 此 ， 
《X， 冰 ，0) 不 是 BCK- 代数 ， 也 不 是 广义 结合 BCI- 代数 。 而 
(0，1， 是 的 一 个 子 代数 , 均 CX， 六 ，0) 是 一 个 具有 
散 子 代数 性 质 的 BCGI- 代 数 ， 
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由 定理 1 ， 定 理 2 ， 例 1 及 例 政 .6.5 可 得 下 列 结 

定理 4 ( 注 43) ”BCK- 代 数 类 、 结合 BCI- 代数 类 和 广义 结 
合 BCI- 代 数 类 缘 是 具有 散 子 代数 性 质 的 BCI- 代 数 类 的 真子 类 。 
具有 散 子 代数 性 质 的 BCI- 代 数 类 古 BCi- 代 数 类 的 一 个 真子 类 。 

OQ.E.D. 

对 于 基数 问题 和 真 类 问题 ， 由 定理 4 及 定理 1，1* 1 我 们 可 
知 成 立 下 列 ; 

定理 5( 注 244) 对 于 任意 的 基数 Y>> 0 ， 存 在 基数 为 Y 的 一 个 
具有 散 子 代 数 性 质 的 BCI- 代 数 。 从 而 ， 一 切 具有 散 子 代数 性 质 
的 BCI- 代 数 作成 一 个 真 类 。 Q.E.D。 

定理 5 虽然 回答 了 具有 散 子 代数 性 质 的 BCI- 代数 类 的 真 类 
问题 和 基数 问题 。 但 是 ， 它 是 建立 在 BCK- 代 数 类 的 基数 问题 的 
解答 定理。1。，。1) 的 基础 上 的 。 因 此 ， 这 个 结果 是 不 能 令 人 
满意 的 。 自 然 应 当 提 出 下 列 ， 

问题 1 ”对 于 任意 的 基数 Y 宇 3 ， 存 在 基数 为 y 的 一 个 具有 
散 子 代数 性 质 的 BCI- 代数 ， 而 不 是 BCK- 代数 ， 也 不 是 广义 结 
合 BCI- 代 数 吗 ? 

为 了 方便 起 见 ， 我 们 引入 下 列 概念 ， 

定义 2 :六 245) ”如 果 一 个 具有 散 子 代数 性 质 的 BCI- 代 数 
(XI 水 ，0 不 是 BCK- 代 数 ， 也 不 是 广义 结合 BCI- 代 数 ， 则 称 
X 为 纯 散 的 。 “ 

问题 1 现在 可 改 述 为 ， 对 于 任意 的 基数 Y 3 ， 存 在 基数 为 
Y 的 一 个 纯 散 的 BCI- 代数 吗 ? 这 里 应 对 “y> 3 ”这 一 条 件 作 点 
说 明 。 之 所 以 要 加 上 “Y 宇 3”， 是 由 于 Y= 1 和 Y= 2 的 情形 不 
存在 纯 散 的 BCI- 代 数 。Y = 1 和 Y= 2 的 情形 ， 按 同 构 的 音义 ， 
BCI- 代 数 一 共 三 个 〈 见 下 面 的 例 2 一 例 4 )， 它 们 分 别 是 BCK- 
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代数 和 结合 的 BCi- 代 数 ， 内 此 皆 是 具有 散 子 代数 性 质 的 Be- 代 
数 ， 但 不 是 纯 散 的 。 
例 2 设 <X， 米 ，0) 是 平凡 的 BCK- 人 代数， 其 中 X= {0})。 
由 定理 1，《X， 沙 ，0 > 是 具有 散 子 代数 性 质 的 。 
证 3 设 和 ={(0，1)，xX 中 的 二 元 运算 米 由 下 表 给 出 ， 
的 
010 0 
1|1 0， 
则 《%， 洲 ，0 > 是 一 个 BCK- 代数 ， 因 此 也 具有 散 子 代数 性 质 。 
例 4 设 X= (0，1}， 和 中 的 二 元 运算 水 由 下 表 给 出 : 


*j0 1 
TT- 
0I0 1 
i111 0， 


则 《<X， 六，0 > 是 一 个 结合 BCI- 代 数 。 由 定理 2 ，《〈Xy 冰 ，0》 
也 是 具有 散 子 代数 性 质 的 。 

现在 ， 我 们 对 问题 1 给 出 下 列 肯定 回答 ， 

定理 6 ( 注 246) 对 于 任意 的 基数 yY 宇 3， 存 在 基数 为 y 的 一 个 
纯 散 的 BCI- 人 代数。 因此， 纯 散 的 BCI- 代 数 类 是 一 个 真 类 。 纯 散 
BCI- 代 数 类 是 具有 散 子 代数 性 质 的 BCI- 代数 类 的 一 个 真子 类 。 

证 1) 设 基数 Y 宇 3. 

如 果 YY 为 自然 数 ， 命 B=YyY- 1 。 则 存在 基数 为 B 的 BCK- 代 
数 人 Xi 沙 ，0>。 设 (Y;， 水 , 0) 是 (X， 冰 ，0 ) 的 一 点 扩张 ， 其 
中 Y=XUto), a€EX,， 且 |Y|= Y。 

如 果 Y 为 无 限 基数 , 则 存在 基数 为 Y 的 一 个 BCK- 代 数 (X， 
米 ，0》。 设 (Y， 水 , 0 > 是 (X， 水 ，0 的 一 点 扩张 ， 其 中 立 = 
XUt{a}, aEX, HIY!=|1X|=Y. 
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由 定理 下 .6。5 知 ，《Y; 冰 ，0 ) 具 有 散 子 代 数 性 质 . 
由 于 Y 关 3 ， 故 | 了 YY 兰 3。 任 取 zEY- (0，a}。 则 zEX= 
B(Y)。 因 此 ， 
{0} 持 B(Y) = X 持 Y， 
所 以 ，Y 是 纯 散 的 。 
2 ) 由 1)》 知 ， 纯 获 的 BCI- 代 数 类 是 一 个 真 类 。 
3 ) 显然 。 QE.D. 
2. 具有 散 子 代数 性 质 的 BCI- 代 数 的 性 质 . 
全 次 对 共有 散 子 代数 性 质 的 BCI- 代数 的 性 质 作 了 一 系列 的 
讨论 ， 得 到 了 很 多 结果 。 这 一 部 分 中 除 注 明 的 外 皆 是 李 欣 得 到 的 
定理 7 (入 247) 如 果 《〈X 水,，0? 是 具有 散 子 代数 性 质 的 BCI- 
代数 ， 则 《<L(X)， 冰 ，0 > 是 一 个 广义 结合 的 BCI-- 代 数 。 
证 因为 <X， 冰 ，0 > 具有 散 子 代数 性 质 ， 因 此 LC(X) 是 X 
的 一 个 子 代 数 ， 故 《LC(X)， 冰 ，0 > 是 一 个 BCI- 代 数 。 又 因 
B(L(X)) = B((X ~ B(X)) U {0}) = {0}, 
由 定理 7.8 知 ，〈L(X)5 水，0 是 广义 结合 的 。 Q.，E.。D。 
由 定理 7 可 以 得 到 下 列 ， 
定理 8 设 (x 水，0? 是 具有 散 子 代数 性 质 的 BCI- 代 数 ， 
1 ) 如 果 zEB(CX)，>y>EX-B(X)， 则 


I 六 y= 0 水 3?。 (2 ) 
2 ) 如 有 果 zEAX-BGCX)，yEB(X)， 则 
Z 沙 y= 工 (3) 


证 1) 设 XIEB(X),，yEX-B(X)。 由 定理 下.4.4 知 ， 
z 沙 yYEB(X)。 故 zx 冰 yEX-B(X)CL(X)。 由 定理 7 知 ， 
《L(X); 米 ，0> 是 广义 结合 的 ， 故 
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z 炒 Y= 0 阔 (0 米 (z 阔 7)。 
由 于 zEB(X)， 故 0 洲 z= 0， 因 此 我 们 有 : 
rz 冰 y= (0 水 Z) 阔 (0 水 (zz 水 y)) 
= (0 炒 (0 六 (Z 洲 y))) 水 工 
= (Zr 阔 y) 阔 7 
(Z 沙 Z) 阔 2 
0 ky。 
2) 设 rEX-B(X)CL(X)，yEB(X)。 由 于 上 L(X) 是 广 
义 结合 的 ， 故 有 
Tz 冰 y= (0 冰 (0 冰 7)) 六 > 
= (0 冰 y) 冰 (0 水 7) 
= 0 六 (0 六 7z) 
=z， 
这 里 用 到 了 yE€B(X)《 从 而 0 冰 y= 0) 的 条 件 。 
QE.D. 
定理 9 设 人 Xi 水, 0) 是 具有 和 散 子 代数 性 质 的 BCI- 代 数 . 
如 果 Y 了 是 X 的 子 代数 , 则 《<Y， 冰 ,0) 也 是 具有 和 散 子 代数 性 质 的 BCI- 
代数 ， 即 具有 散 子 代数 的 性 质 是 一 种 遗传 性 质 。 
证 因为 Y 是 X 的 子 代数 ， 故 易 知 有 
B(YEB(X), L(V)EL(X), 
现 证 L(Y) 是 Y 中 的 子 代数 。 显然 , 0 EY, 从 而 0 EL(Y)。 现 设 . 
rz,yE€L(Y)。 由 于 L(Y) 必 Y, 而 Y 是 X 的 一 个 子 代数 ， 故 x 水 yE: 
Y 了 .又 因 LCOY) 汪 L(X), 而 L(X) 是 X 的 子 代数 , 故 zt 冰 YEL(X)。 
这 样 ,x 冰 yEYNL(X)=LCY)。 所 以 L(Y) 是 Y 的 一 个 子 代数 . 
因此 ，《Y; “ 冰 ，0) 也 具有 散 子 代数 性 质 。  Q .E.D， 
注 ”定理 9 中 如 果 X 是 纯 获 的 ， 不 能 保证 其 每 个 子 代数 也 是 
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纯 散 的 。 如 人 鲍 1 中 的 BCI- 代数 (X， 水 ，0) 是 纯 散 的 ， 但 取 Y = 
(0，2}， 易 知 Y 是 X 的 一 个 子 代数 ， 而 <Y， 水 ，0 是 一 个 BCK- 
代数 ， 并 不 是 纯 散 的 。 

显然 ， 有 下 列 结果 ， 

定理 10 设 <X， 米 ，0) 是 具有 散 子 代数 性 质 的 BCI- 代 数 ， 
Y,， 是 * 的 两 个 子 代数 ， 则 Y NZ 是 X 的 子 代数 ， 且 

L(YNZ)=LYNLGZ),. Q.E.D. (4) 

由 定理 9 易 知 成 立 下 列 ， 

定理 11 设 《5 洲 ，0> 是 具有 散 子 代数 性 质 的 BCI- 代 数 ， 
M 是 入 的 任 一 非 空子 集 ， 则 唯一 地 存在 包含 M 的 最 小 的 子 代 数 

YM= 们 (YCX:Y 是 子 代 数 ， 有 LMGY}， (5) 
且 YM 也 具有 散 子 代 数 性 质 . QeE.D。. 

下 面 我 们 来 讨论 具有 散 子 代数 的 性 质 是 否 同 态 不 变性 的 问 
题 。 为 此 ， 先 给 出 下 列 三 个 引 理 ， 

引 理 1( 注 ?48) 设 f 是 BCI- 代数 (Xi 阔 ，0》 到 BCI- 代数 
《Y， 人 ， 兴 中 的 一 个 同 态 ， 则 

fCB(X)JEBY). (6) 

证 设 zEB(X)， 则 0 洲 z= 0 。 因 为 /是 一 个 同 态 ， 故 

f (0) f(r) = (0 沙 z) = f (0)., 
由 引 理 年 。1.1 知 f (0) = 0， 因 此， 
94f (zx) =0, 
即 /(z)E BOY), 所 以 , fCB(X)IEB(Y), Q.E.D. 

引 理 2 ( 注 249) 设 4X 冰 ，0) 是 一 个 具有 散 子 代 数 性 质 的 
BCI- 代 数 。f 是 从 (X， 水，0) 到 HCI- 代 数 (Y， 和 工 ,6 的 一 个 同 
态 ， 则 

ftL(X)IELCY)., (7) 
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证 ”用 反 证 法 。 设 有 zEL(X)， 使 得 f (x) EL(Y)， 因 此 
F(z)EY-LY)=B(Y)-《(0}。 由 定理 7 知 ,《L(X)， 炒 ，0》 
是 一 个 广义 结合 的 BL 夺 代数 ， 改 

x= 0 亲 (0 I)。 
由 于 / 是 一 个 同 态 ， 因 此 ， 
f(x) =f(0) 4 (0) 人 f(r)) 
=04 (0.f (7)), 
由 于 f(x) EB(Y) - {0)， 故 0 人 f(x) =0， 因 此 
f(x)=040=0EL(Y). 
这 与 假设 矛盾 。 所 以，〈7 ) 成 立 。 Q.E.D. 

由 引 理 1 和 引 理 2 易 知 成 立 下 列 ， 

引 理 3 ( 注 250} ” 设 《X， 冰 ，0) 是 一 个 具有 散 子 代数 性 质 的 
BC 和 代数。 了 是 从 《X 沙 ，0)> 到 BCI- 代 数 人 (YI 人， 分 上 的 一 个 
同 态 ， 则 

FrB(X)J=B(Y)， fCL(OX)I=L(Y). (8) 
Qe.E.D. 
现在 ， 我 们 由 引 理 3 和 定理 和 直 。6。7 立 即 可 以 得 到 下 列 ; 

定理 12 ”具有 散 子 代数 性 质 是 一 个 同 态 不 变性 . 

Q.E.D. 

对 于 积 代数 我 们 有 下 列 结果 ， 

定理 13( 注 251) 具有 散 子 代数 的 性 质 是 一 个 可 积 性 ， 也 是 一 
个 道 可 积 性 ， 

证 1) 证 它 是 一 个 可 积 性 。 设 (X， 米 ，0》 是 一 族 具 有 散 
子 代数 性 质 的 BCI- 代 数 {CXo， 冰 。，0o) :a ED 的 积 代数 。 设 /， 
9 是 LC(X) 中 的 任 二 元 素 ， 

如 果 f=0,g=0, 则 / 冰 g=0 冰 0= 0 EL(X)， 
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如 果 /=0，gs0， 则 jcEl， 使 g(a)0。， 生 g(a) E 
B(X。)。 因 为 否则 如 果 Ya €E1，g(a) EB(X。)， 由 定理 于、 5。 5 
知 ，g EB(X)。 于 是 gE€B(X) 由 nL(X)， 故 g= 0。 这 与 假设 条 
件 了 矛盾。 现在 ，g (a) EL(X。) ~ {0。}。 由 于 入 。 具有 散 子 代数 性 
质 ， 因此 0s*sg (a) ELOX - 10。 于 是 ，/ 冰 gE LC(X). 

如 果 f 志 0， 则 3aE€1l， 使 得 f (a) 06, 日 f (a) EL(CXo) - 
{0s}。 由 于 XX。 具有 散 子 代数 性 质 及 定理 8， 总 有 f (a) 水 g(a) = 
(f 冰 g) (a) EL(X,.)。 故 / 冰 g€EL(X)， 

这 样 ， 当 f,g€EL(X)， 总 有 f 冰 gEL(X)， 因 此 L(X) 是 X 
的 一 个 子 代 数 。 所 以 ，〈X 水，0> 具 有 散 子 代数 性 质 。 

2 ) 证 具有 散 子 代数 的 性 质 是 一 个 逆 可 积 性 . 

设 具 有 散 子 代数 性 质 的 BCI- 代 数 (X 米 ，0? 是 一 族 BCI- 代 
数 4《Xo， 冰 。，0o》 :a ET} 的 积 代数 。 设 ze。，y。 是 L (Xe。) 的 任 二 元 
素 。 

如 果 ze= ye= 0， 则 zeo 沙 ye= 0s EL(X,)， 

如 果 ze = 0。， yes 天 0。， 命 ze = zo 阔 sye， 则 断言 zx EL(X。) - 
410。 事实 上 ， 用 反 证 法 ， 如 果 zeEB(X。)， 命 


Tas Vas p=a, 
1 (8) ={ (B={ 
0g, Ba 0s,。 pa, 
ay p=a, 
hp) ={ 
“0p, pa, 


则 /,g，hEX,， 且 h=f 冰 9。 由 于 f,gEL(X)， 而 X 具 有 散 子 
代数 性 质 , 故 h= f 冰 gE L(X)。 另 一 方面 ,由 于 h(B) EBCXe)， 
BET, 由 定理 四 ,5 上 5 知 , hE BC(X)。 这 样 h= 0 。 于 是 , zs= 0。， 
天 ze 沙 cya= 0o, 或 0o 冰 sayo= 0o, 故 yaE BC(X。)。 这 与 ys ELCX.) 
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且 ya 关 0 的 条 件 了 矛盾 。 
如 果 ze 了 0e， 则 ze = za 沙 syeEL(Xeo)。 这 一 事实 可 类 似 地 
用 上 面 的 反 证 法 证 明之 。 
这 样 ， 当 zo，ya EL 上 (CX。), 总 有 Xo 水 sya EL(Xs。)。 因 此 ， 对 
于 每 个 a€1，L(X。) 是 X。 的 子 代 数 ， 从 而 关 。 是 具有 和 散 子 代数 性 
质 的 ， Q。E。D，。 
定理 14( 注 252) ” 设 人 X 洲 ， 0 > 是 具有 散 子 代数 性 质 的 BCI- 
代数 . 
1) 如果 A 是 X 的 一 个 理想 和 子 代数 ， 则 
A=BC(X)U(ANLCGN)). (9) 
2) 如 果 人 A 是 LCX》《 作 为 一 个 BCI- 代 数 ) 的 子 代 数 ， 则 AU. 
B( 和 六) 是 X 的 一 个 理想 ， 且 是 X 的 一 个 子 代数 。 
证 1) 对 于 任意 的 xzEBCX), 任 取 YEANLC(X), 由 定 . 
理 8 知 ， 
I 冰 y= 0 水 y。 
因为 YEANLCX),， 故 yE A， 且 yEL(X)。 由 于 A 是 义 的 一 个 
子 代数 ，LCX) 是 (X) 的 一 个 子 代 数 ， 故 0EA，0EL(X)。 从 
而 0 水 YEANALCX)CA. 故 x 冰 YE A。 因 A 是 X 的 一 个 理想 ， 
故 zE€ A。 于 是 ，BEXJE A。 这 样 ， 我 们 有 
A=ANMX= ANC(BCXULCY)) 
= (ANBCX))U (ANLCGX)) 
= BCX)U CANLCGX)). 
2) ” 设 A 是 LC(X) 的 一 个 子 代 数 ， 
” 先 证 AUBC(X) 是 X 的 一 个 理想 。 由 于 0EB(X),， 故 0EAU 
BCX)。 为 证 AUBCX) 是 理想 ， 我 们 只 要 证 明 ， 
VIE AUBCX), WyE AU BX), 
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全 yrE AU BC(X). 
为 证 这 个 事实 ， 分 以 下 两 个 情形 ; 
当 zYEB(X)? 时 ， 由 定理 8 知 ， 
yx*z= yE AU B(X). 

当 T€ A 是 XE BC(X) 时 。 由 定理 7，L(X) 是 一 个 结合 BCI- 
代数 。 已 知 A 是 LCX) 的 一 个 子 代数 ， 由 定理 VY .7 .10 知 ， A 是 
LC^\) 的 一 个 理想 ， 从 而 y 洲 zEA( 否 则 ,由 于 zEA，y 沙 zxEA， 
从 而 YE AESAUBCX), 牙 盾 )。 因 为 yEAUBCX), 故 yEL(X). 
由 于 LC(X) 是 X 的 子 代 数 ， 故 y 阔 zEL(X)， 即 y 阔 zEB(X)。 
这 样 ，y 冰 XE AUBCX)， 

再 证 AUBC(X) 是 X 的 一 个 子 代 数 . 已 证 OEAUBC(X). 设 
z， 7 是 AUB(Cx) 的 任 二 元 素 。 分 以 下 四 种 情形 ， 

如 忒 ZEA，yEA， 因 为 A 是 LC(X) 的 一 个 子 代数 ， 故 xz 冰 > 
EAEAUB(CX)， 

如 果 zEB(X)，yEB(X)， 由 定理 于 .6 .3 知 ，B(X) 是 X 
的 一 个 子 代 数 ， 故 z 六 >yEB(X)EAUB(CX)。 

如 果 z E A，y EB(X)， 由 定理 8 的 2)， 

Z 冰 ?=zEACAUB(CA) 
(z= 0 亦 可 ) 。 
如 困 zEB(A)，yEA， 由 定理 8 的 1)， 
z 洲 y= 0 沙 yEAGEAUB(CX)。 

因此 ， 总 有 7 阔 yYEAUBCX)。 所 以 , AUB(X) 是 一 个 子 代 
数 。 Q.E.D. 

3 .具有 散 子 代数 性 质 的 BCI- 代 数 的 构造 

由 定理 7 可 知 ， 如 果 《X; 水 ,0 是 具有 散 子 代数 性 质 的 BCI- 
代数 ， 那 么 《4B(X)，; 冰 ，0) 是 一 个 BCK- 代 数 ， 而 CL (X) ,水 
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0 是 一 个 广义 结合 的 BCI- 代 数 ， 
从 而 ， 
X= B(X) UL‘cX), 
. {0}= B(X) NL(X), 
即 XX 可 以 看 作 一 个 BCK-~- 代 数 和 一 个 广义 结合 BCI- 代 数 仅 在 0 点 
处 相交 合并 而 成 ， 它 的 直观 图 形 如 下 列 图 7 所 示 ， 


[和 悦 


图 5-2 


我 们 再 进一步 来 讨论 上 述 的 具有 散 子 代数 性 质 的 BCI- 代 数 
(X， 水 ，0) 。 我 们 来 考察 一 下 X 中 的 二 元 运算 米 。 设 z，y 是 X 
Wi rEB(X), yEBCOX), 
| 了 炒 y， ITEL(X), yEL(X), (10) 
z 沙 y= 0*y, rEB(X), yEL(X), y+ 10, 
= rE€EB(X), vyEL(X), y= 0， 
x, rEL(X), yEB(X). 


《10) 中 的 第 三 种 情形 和 第 五 种 情形 据 定理 8 而 知 ， 
一 个 自然 的 问题 是 下 列 ， 
问题 2 一 个 具有 和 散 子 代数 性 质 的 BCI~- 代 数 可 和 否 考 虑 成 一 
个 BCK- 代 数 和 一 个 广 闵 结合 BCI- 代 数 在 某 种 意义 下 的 并 代数 
344 


呢 ? 
李 欣 首先 考虑 了 这 个 问题 ， 而 给 出 了 一 个 肯定 的 回答 。 下 面 
的 几 个 结果 都 是 李 欣 得 到 的 。 这 里 先 从 我 们 在 十 /中 介绍 的 
LX 意义 下 的 并 代数 谈 起 。 定理 于 7 . 1 给 出 了 一 个 BCK- 代 数 
和 一 个 BCI- 代 数 的 《LX) 并 代数 ， 李 欣 先 得 到 了 下 列 结果 ， 
定理 15 ”一 个 BCK- 代 数 (X, 水 ,， 0 > 和 一 个 具有 散 子 代 
数 性 质 的 BCI- 代 数 (X,， 米 ,，0 > 的 〈(LX) 并 代数 CX， 冰 ，0》 
具有 散 子 代数 性 质 ， 
证 ”由 于 
BP(X)= B(XIUX,)= B(X,)UX.,-= XIUB(X,), 
故 有 
L(X)= ((XIUX,)—- B(X))U{0} 
= (XIUX,)- (XI,UB(X,))U{0} 
= (X, ~- BCX,)U{0} 
~ LL(X,). 
出 于 L(,) 是 X, 中 的 子 代数 ， 故 对 于 任意 的 z，yEL(X)， 则 
7，yEL(X,)， 从 而 
Tk 六 y= XY 冰 ,yEL(X,)= LL(X). 
所 以 ，L(X) 是 X 的 一 个 子 代 数 ， 从 而 X 具 有 和 散 子 代数 性 质 。 
Q.E.D. 
由 这 个 定理 可 得 如 下 ， z 
推论 一 个 BCK- 代 数 和 一 个 广义 结合 BCI- 代数 的 (LX) 并 
代数 是 一 个 具有 散 子 代 数 性 质 的 BCI- 代 数 ， Q.E.D. 
这 个 推论 的 逆 也 成 立 ， 即 李 欣 得 到 的 下 列 结果 ， 
定理 16 ”对 于 任意 的 具有 散 子 代数 性 质 的 BCI- 代 数 《X; 冰 ， 
0 》， 都 存在 一 个 BCK- 代 数 (X,， 炒 ,0 > 和 一 个 广义 结合 BCL 
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代数 (和 洲 :，0 ,使 (人 水 ，0> 是 人 Xi 沙 ， 0> 和 (《 基 ,3 
洲 ,，0 > 的 〈《LX) 并 代数 。 
证 命 

《X11 :03= 《BCX); x*，0，)，, 

(X 水 :07= (LOX) 水，0》， 
则 和 ,与 X, 的 〈LX) 并 代数 X 的 二 元 运算 水 恰好 与 (10) 一 致 〈 参 : 
看 定理 下 .7. 1) 。 从 而 人 (X+ 水 ，0》 正 是 BCK- 代 数 (B(X)， 
阔 ，0) 和 广义 结合 BCI~- 代 数 (L(X)， 水 ，0) 的 (LX) 并 代 : 
数 。 Q.E.D. 
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第 六 章 ”BCK 和 BCI- 拓 扑 代 数 


我 们 在 第 二 章 中 简要 地 介绍 了 BCK- 代 数 ， 又 在 第 三 章 至 第 
五 章 中 较 详细 地 介绍 了 BCI~ 代 数 。 读 者 容易 知道 ， 上 述 四 章 中 
研究 BCK 和 BCI- 代 数 都 仅仅 考虑 其 代数 结构 。 在 这 一 章 中 我 们 
对 具有 拓扑 结构 的 BCK 和 BCI- 代 数 作 些 简 要 的 讨论 。 


$1 BCK 和 BCI- 拓 扑 代 数 


类 似 于 拓扑 群 、 拓 扑 环 、 拓 扑 格 等 拓扑 代数 分 支 ， 我 们 也 可 
以 引入 和 研究 BCK- 拓 扑 代 数 和 BCI- 拓 扑 代数 。 在 这 一 节 中 ， 
我 们 对 这 种 拓扑 代数 作 些 简单 的 讨论 。 

1 。 有 关 拓扑 空间 和 拓扑 群 的 预备 知识 

我 们 在 这 里 只 是 罗列 出 要 用 到 的 有 关 拓 扑 空 间 和 拓扑 群 的 一 
些 概念 。 有 关 拓 扑 空间 的 较 详 细 的 材料 请 参看 510, 11], 有关 拓扑 
群 的 材料 请 参看 本 *C。 邦 德 列 雅 金 著 的 《连续 群 》 〈 萌 锡 华 译 )。 

定义 1 一 个 拓扑 空间 (X， 是 一 个 集合 X， 带 有 X 上 上 
的 一 个 拓扑 结构 .了 ， 即 XX 的 一 个 子 集 族 了 ， 使 得 

1) $, XE 7, 

2 ) 如 果 T， T:E.7， 则 TinT:E .7， 

3 ) 如果 {Ti:iEI}C .天 ， 则 U{1T TELTE .7 。 
六 中 的 元 素 称 为 X 中 的 开 〈 子 〉 集 ， 

定义 2 一 个 拓扑 空间 (X， .7 ) 到 一 个 拓扑 空间 (Y， 乡 ) 
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竺 的 一 个 映射 /是 连续 的 ， 如 果 每 个 开 集 的 逆 是 开 集 ， 即 六 UE 
ZCUIE .7 。 

定义 3 设 0 为 一 个 集合 ， 如 果 

1) (G,。) 是 一 个 群 ， 

2 ) (G, .和 一) 是 一 个 拓扑 空间 ， 

3 ) G 的 运算 ， 和 求 道 元 运算 在 (CG, .9 ) 中 连续 ， 即 

1" 运算 ， 是 积 空 间 (X, 了 )x (X，7) 到 (X, 了 ) 
的 一 个 连续 映射 ， 

2” 运算 ( ) -!: 是 (X, 了 ) 到 (X, .二 ) 的 连续 上 映射 ， 
则 称 (CG,。, .7 ) 是 一 个 拓扑 群 。 

2。BCkK- 拓 扑 代 数 和 BCI- 拓 扯 代 数 

现在 , 我 们 来 介绍 BCK- 拓 扑 代 数 和 BCI- 插 扑 代 数 的 概念 。 

定义 4( 注 33) ”如 果 (X， 水，0 是 一 个 BCK- 代 数 ，(X， 
多 ) 是 一 个 拓扑 空间 ， 且 

冰 :; 有 从 X 人 入 一 及， 、、 
} (1) 
(Tz, y) t—> IA*y, 
是 积 空间 (XxX; S)》 到 (X， 久 》 的 一 个 连续 映射 ， 则 称 
(XI 炒 ，0 、 六 ) 为 一 个 BCK- 拓 扑 代 数 。 

定义 5( 注 234) 定义 4 中 如 果 (X3 水 ,0 ) 是 一 个 BCI- 代 数 ， 
其 余 一 样 ， 则 称 <X， 闵 ，0 ， 了 了 ) 为 一 个 BCI- 拓 扑 代 数 。 

注 关于 灯 的 连续 性 条 件 可 等 价 地 述 为 ， 如 果 a 和 5 是 入 中 
的 任 二 元 素 ， 对 于 co 水 的 任 一 开 邻 域 W， 总 存在 a 的 开 邻 域 U 
和 ”的 开 邻 域 V， 

使 得 UVYEW， (2 ) 
其 中 UV={(zx*y) :TEU 和 vwEV}. (3) 

例 1 设 以 ， 灯 ,0) 是 一 个 BCI- 代 数 (或 BCK- 代 数 )， 
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天 是 一 个 散 拓扑 或 平 良 拓 扑 ， 则 (X， 洲 ，0 , 是 一 个 BCI- 
拓扑 代数 《或 BCK- 拓 扑 代数 ) ， 分 别称 为 BCI (或 BCK) - 散 
拓扑 代数 或 BCI (或 BCK) -平庸 拓扑 代数 。 

定义 6 (入 255) ”如 果 BCI(BCK)- 代 数 (X; 冰 ，0) 具 有 蘑 
个 性 质 P， 且 《XX; 冰 ，0 , 多) 是 一 个 BCI-(BCK-) 拓 扑 代数 ， 
则 称 KX， 米 ，0 ， 儿 ) 为 具有 P 的 BCI(BCK)- 拓 扑 代 数 。 

如 ， 结 合 的 BCI- 拓 扑 代数 、 广 义 结合 的 BCI- 拓 扑 代数 等 。 

。 结合 的 BCI- 拓 扑 代 数 

对 于 结合 的 BCI- 拓 扑 代 数 ， 我 们 有 下 列 结果 ， 

定理 1( 注 256】 设 (X5 米 ,0，: 关 ?是 一 个 结合 的 BCI- 拓 
扑 代 数 ， 则 〈X， 米 ，. 多 ) 是 以 0 为 恒 等 元 的 对 合 拓扑 群 ( 即 每 
个 元 素 皆 为 对 合 的 拓扑 群 ) ， 反之 ， 如 果 (X， 水 ，. 交 ) 是 以 
0 为 得 等 元 的 对 合 拓扑 群 ， 则 《XI 米 ，0 ， 了 了 ) 是 一 个 结 合 的 
BCI- 拓 扑 代 数 。 

证 1) 设 (X， 水，0，. 光 ?是 一 个 结合 的 BCI- 拓 扑 代数 。 
由 定理 VY .2.5 知 ，(X， 沙 ) 是 一 个 对 合群 ， 以 0 为 恒 等 元 。 为 证 
(^， 水 ，> ) 是 一 个 拓扑 群 ， 只 要 证 米 连 续 及 ( ) -: 连 续 。 
由 于 《Xi 米 ，0，> 是 一 个 结合 的 BCI- 拓 扑 代 数 , 故 水 连续 。 
由 于 (X， 冰 〉 是 一 个 对 合群 ， 因 此 求 逆 运算 ( )》 -:! 实 际 上 是 
恒 等 算 子 ， 

( ) i:zTH>7r- i= 2， 

因而 ( )"! 是 显然 连续 的 .这样 ，(X， 水 ， .7 ) 是 一 个 拓扑 群 。 

2) 设 ( 人 水: 少 ) 是 以 0 为 恒 等 元 的 对 合 拓 扑 群 ， 则 
《X; 冰 ,0 > 是 一 个 结合 的 BCI- 代 数 。 由 于 米 对 于 了 是 连续 的 ， 
故 《X; 水 ，0，:9 是 一 个 结合 的 BCI- 拓 扑 代 数 。 

Q.E.D. 
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为 讨论 两 个 结合 BCI- 拓 扑 代数 的 乘积 ， 我 们 需要 下 列 ， 
引 理 1 两 个 拓扑 群 的 乘积 仍 是 拓扑 群 。 
这 个 引 理 的 证 明 可 见 必 :C， 邦 德 列 雅 金 的 《连续 群 》。 现 在 ， 
我 们 可 有 下 列 ， 
定理 2 ( 注 257) ”两 个 结合 BCI- 拓 扑 代 数 的 乘积 仍 是 结合 - 
BCI- 拓 扑 代 数 . 
证 由 于 定理 1 和 引 理 1 ， 为 证 这 个 定理 我 们 只 要 证 明 下 列 
引 理 即 可 。 Q 上:D， 
引 理 2 ”两 个 对 合群 的 乘积 仍 是 对 合群 。 
证 设 (X,， 灯 1:) 和 (X,， 灯 ,) 是 两 个 对 合群 。(X, 冰 ) 
是 它们 的 乘积 。 设 (zx，y〉 是 X 中 的 任 一 元 素 ， 由 于 
\z，y) 水 (zz，y)= (Z 水 17，7 水 :7y)= (0 1，0 ,) 
= 0 ， 
其 中 0, 是 XX, 的 恒 等 元 ，0, 是 X, 的 恒 等 元 ，0 是 X 的 恒 等 元 ， 
因此 〈 人， 水) 是 一 个 对 合群 。 Q.E.D. 
作为 推广 ， 我 们 可 有 下 列 ， 
定理 3 ( 注 258) ”任意 有 限 个 结合 BCI- 拓 扑 代 数 的 乘积 是 结 
合 BCI- 拓 扑 代 数 。 Q。E.D， 
4 。BC1- 拓扑 代数 的 对 积 
由 定理 2 ， 我 们 自然 要 提出 一 个 问题 ， 两 个 任意 的 BCI- 拓 
扑 代数 的 乘积 是 否 BCI- 拓 扑 代数 呢 ?这 个 问题 的 回答 是 肯定 的 。 
我 们 先 给 出 一 个 引 理 ， 即 下 列 ， 
引 理 3 (六 259) ” 设 人 X 洲 ， 0 是 一 个 BCI- 代 数 ， 
Z= XxX, 
oo (TI Y1) 0 (Ts,, Y2) = (Xk*T,， yi 沙 y，)， | (4) 
0,.= (0，0)， | 
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且 设 W1，W ,，，W ,及 W ,是 X 中 的 子 集 ， 则 
(WxW,)。 (WxW)= (Wk*W,)x (W ,kW ,), 
(5) 
其 中 W 冰 W ,= {zk*y:TEWi,，yE€ WW}. 
证 ”我 们 计算 如 下 : 
(WxW,).。(W,xW,) 
={(zi， yi) eo (Toy YTIEW), IT,EW,,y,) 
EW,, y. EVW,} 
= {ri*T,, Yi*Y) TEW, IT, EW,, yi 
EW,, y. EW,} 
= (WXx*W.,)x(W,kx*W,). Q:E.D. 

注 ” 这 个 证 明 是 纯粹 集合 论 的 ， 并 不 用 “BCI” 条 件 ， 改 成 
BCK - 代数， 类似 的 引 理 亦 真 。 

现在 ， 我 们 给 出 下 列 ， 

定理 4 ( 注 :60) ” 设 人 Xi 米 , 0, .9 > 是 一 个 BCI- 拓 扑 代 数 ， 
《Z， 沙 ,07 由 (4) 给 出 ，Z 带 有 乘积 拓扑 好 ， 则 《2Z 。， 
O,,ef > 是 一 个 BCI- 拓 扑 代 数 ， 称 为 (4 水 ,7 的 二 次 积 BCI- 
拓扑 代数 。 

证 由 定理 下 "5。1 知 ，〈Z 洲 ，Oz> 是 一 个 BCLI- 人 代数。 为 
证 4Z; 。，0;， 好 是 一 个 BCI- 拓扑 代数 ， 只 要 证 。 关 于 地 连 
续 。 

设 (z1，y1)，(T,，》2) 是 Z 中 的 任 二 元 素 。 则 

(Zi Yo (Fs y2)= (ZI 水 Z2，y1 水 yz)。 
设 U 是 (x1 冰 x,，y i 冰 3y,) 关 于 好 的 一 个 任意 的 开 邻 域 。 由 于 好 
是 乘积 拓扑 ， 故 分 别 有 zi 水 z: 和 yy 六 >; 在 X 中 的 开 邻 域 W,， 
W ,，、 使 到 
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VxV,CU. 
由 于 闵 是 从 XxX 到 X 的 连续 函数 ， 故 分 别 存在 zi，z:，>1，y。 
的 开 邻 域 矿 :，， 玩 : 太 : 及 矿 。 使 得 
W kW CCV, W ,XW CV,. 
帮 有 
(W x W)CEV XY,CU. 
由 引 理 3 知 ， 有 
(WxW.,)。 HW,xW ,EU, (6) 
其 中 ,xs、 近 ,xW ,分 别 是 Z 中 (x1，、，y) 及 (I，，、y 52) 的 关 
于 好 的 开 邻 域 。 
(6 ) 表明 ，。 关 于 邓 连 续 。 因 此 ，〈28 。，COz 邓 > 是 一 个 
BCLI- 拓 扑 代 数 。 
OQO.E.D: 
利用 数学 归纳 法 容易 得 出 下 列 : 
定理 5( 注 261)] ”一 个 BCL -拓扑 代数 的 任意 有 限 次 乘积 是 
BCI- 拓 扑 代数 。 
Q.:E.D. 
我 们 还 可 以 把 定理 4 和 定理 5 作 进 一 步 的 推广 ， 为 此 ， 我 们 
先 给 出 下 列 ; 
引 理 4 . 注 262] 设 尺 1， 冰 1，01) 和 <X,， 炒 ,，0 > 都 是 
《2，0) 型 的 代数 ， 
Z= XxX,, 
oT Y1) 0 (Ti, 2)= (Zi 水 Zi yi 水 :yz)9 
Oz= (0 ,， 0 ,)， | 
(7) 
且 设 矿 ,，W,， 矿 ,WV ,是 X 中 的 子 集 ， 则 
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(rx) WW, xWO= HA) x (WW ,.). 
(8) 
证 ”我们 计算 如 下 : 
(WxWHW,)» (1, x IH.,) 
={(T1, Yi) oo Toy VTEW,, TEW,, yy 
EHW,, yr EW ,} 
= {Ti 水 IT, YI1 沙 ,yy):ZiE 了 1 rT ENW,, yi 
EW y. EW 
= (WWW,) x (WW ,wk W ,)., QE.D: 
类 似 于 定理 4 的 证 明 ， 我 们 可 在 得 到 下 列 : 
定理 6 ( 注 263) ”任意 两 个 BCI- 拓 扑 代 数 的 乘积 是 BCI- 拓 扑 
代数 。 


Q.E.D. 
利用 数学 归纳 法 可 得 ， 

定理 7 ( 注 264) 任意 有 限 个 BCL- 拓 扑 代数 的 乘 积 是 BCI- 拓 
扑 代 数 。 Q:E.D: 


把 “BCI”- 换 成 “BCK” 定 理 证 明 仍 有 效 ， 因 此 ， 我 们 可 
万 下 列 ; 
定理 8 ( 注 265) ”任意 有 限 个 BCK- 拓 扑 代数 的 乘积 是 BCK- 
拓扑 代数 。 
Q.E.D。 


$2 BCI- 代 数 的 拟 一 致 结构 


一 致 空间 ， 并 由 此 可 以 导入 一 致 拓扑 ， 而 成 为 一 个 拓 扑 空 间 。 
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BCi- 代 数 〈 特 出 地 BCI- 代 数 ) 的 基础 集 是 一 个 集合 ， 当 然 也 应 
当 可 赋 以 -一 伊 结 构 ， 在 本 节 中 ， 我 们 要 给 BCI- 代 数 赋 以 一 种 较 
自然 的 一 铬 结构 。 我 们 先 从 一 种 较 弱 的 结构 一 一 拟 一 致 结 构 谈 
起 ， 再 讨论 一 致 结构 的 情形 ， 最 后 考虑 由 此 产生 的 一 致 拓扑 。 

1 。 拟 一 致 结构 

我 们 先 介绍 一 致 结构 的 概念 。 

定义 1 集合 x 的 一 个 一 致 结构 是 六 x 入 的 一 个 非 空 子 集 族 
2 ， 并 且 它 满足 : 

U~-1. VUE2 有 A={z zzrEXrCU。 

U-2 。 如 果 UEY， 则 -=1{(y，z)EX:I(r，2)EU 

< 

U-3, WUE2W，3V E21， 使 得 V0VEEU. 

U-4， 如 果 UEY， VE， 则 UNVE&. 

U-5 。 如 果 UE&Y，USEVEXxXX， 则 VE 多 。 

这 里 ， 我 们 介绍 一 下 在 U 一 3 中 出 现 的 记号 VY 。V 。 

定义 2 如 果 U 和 V 是 关系 ， 则 集合 

Uo V={(r, 2):3y, (rx, y) EV, (y, 2) EU} 


(1) 
称 为 jj 和 Y 的 合成 。 

读者 容易 验证 下 列 结果 ， 
定理 1 成 立 下 列 几 个 等 式 ， 
1) Uo(V osW)= (UV) ooW. C2) 
2) (UoV) = 上 。U-1， (3) 
3) ” 记 集 合 

UCAJ={y:IrE A, (zx, y) EU}, ACX. 《4 ) 


当 A= tiz} 时 记 UCz]= UC{z})。 则 对 于 X 到 Y 中 的 任何 关系 U 和 
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V， 及 X 的 任意 子 集 A， 成 立 ， 
UoVEAYI=UCV (A)Y. (5) 
4) 《如 果 关 系 U = U™!， 称 之 为 对 称 的 。》 如 果 V 是 对 称 
的 ， 那么 
VoUoV=U{VCXIXVCyI:(r, y) EU},. (6) 
(Cr。[10]。) QeE.D. 
定义 3 ”如 果 乡 是 集合 X 的 一 个 一 臻 结构 ， 则 称 (X，2 ) 为 
一 臻 空间。 
例 1 设 X 是 任 一 非 空 集合 ， 命 
2 ={ACXxX: 人 CA}, 《7 ) 
则 (六 ， 儿 ) 是 一 个 一 致 空间 。 
例 2 设 X 是 一 切实 数 作成 的 集合 。 乡 是 XxX 的 一 切 满足 
下 列 条 件 的 子 集 U 作 成 的 集合 :3r> 0 ， 使 得 {(z，y) :1z- y| 
<r)}EU。、 则 (X, 2 ) 是 一 致 空间 , 称 为 实数 集 的 通常 一 致 空间 。 
我 们 还 需要 下 列 概 念 ， 
定义 4 ( 注 266) 集合 X 的 一 个 所 一 致 结 构 是 X xX 的 一 个 非 
空 于 - 集 族 纪 ， 满 足 U-1，U-3，U-4 及 U-5， 
若 久 是 和 的 一 个 拟 一 致 结构 ， 则 称 ( 和 ，29 ) 为 一 个 拟 一 致 空 
间 。 
显然 ， 一 致 空间 必 是 拟 一 致 空间 ， 但 是 拟 一 致 空间 却 不 必 是 
一 致 空间 ， 下 面 我 们 将 会 看 到 这 样 的 例子 。 关 于 一 致 空间 的 进 一 
步 材料 读者 可 参看 [10，11]。 
2 。BCI- 拟 一 致 结构 
我 们 先 引 入 下 列 记号 ， 
定义 5( 注 267) 设 (X 洲 ，07> 是 一 个 BCI- 人 代数， 对 于 任 
意 的 AEID(X)， 命 
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Us={(x, :rx*yEA}., (8) 
易 知 ，Us 是 X xX 的 子 集 ， 和 县 有 下 列 ， 
定理 2 [( 注 268) ” 设 (X 洲 ，0》> 是 一 个 BCI- 代 数 。 则 对 于 
任意 的 AEID(X)7 有 
Uo} CUAsCUx= XxX. (9) 
证 由 于 AEID(X)， 故 有 
{0}CACX. 
由 (8 ) 知 ( 因 { 0}E€1ID(X) 及 XEID(X)〉 有 (9 ) 成 立 。 
Q.E.D. 
为 在 一 个 任意 的 BCI- 代 数 中 引入 一 种 较为 自 然 的 拟 一 致 结 
构 ， 我 们 先 给 出 下 列 ， 
引 理 1 ( 注 269) ” 设 人 (和 冰 ， 0 是 一 个 BCI- 代数 ，AETID 
(XX)， 则 
人 EUA。 (10) 
证 设 (z，z) 是 人 中 的 任 一 元 素 ， 其 中 zE 和 。 由 于 z 水 z= 
0EA， 由 (8) 知 (z，z)EA， 从 而 人 EUaA。 
Q.E.D，。 
- 引 理 2 ( 注 270] 设 以 ， 米 ，0) 是 一 个 BCI- 代 数 ， 集 合 A， 
BEID(X)， 则 
UafNUp=U Aang, (11) 
证 由 于 定理 里 *8。7， 
AEID(X), BETID(X)—>ANBETID(X), 
因此 (11) 的 右边 有 意义 。 
设 (z，y) EU4ne。 则 
(z，3yDIELUA (Z，y) EUa。 
因此 ， 我 们 有 
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r*yEA, r*yEB, 
故 xz 六 yEAf 人 NB。 所 以 ，(z，y) EU hnB。 这 就 证 得 ， 
Uaf\UpCU ana, 
现 设 (Tz，y) EUahnp。 则 zx 六 7yEAnB。 于是， 有 
rr*yEA, rz*yEB, 
因此，(z，y) EU,, 且 (X,Y) EUs。 所 以 ， (x。，y) EUAN Us, 
这 就 证 得 ; : 
UansECUafN Da。 
因此 ， 有 (11) 成 立 。 QA.E.D。. 
引 理 3 ( 注 271 设 (X; 沙 ，0》 是 一 个 BCI- 代 数 ， 则 对 于 
任意 的 AEID(X) 有 
Ua Ua4=U 4. (12) 
证 设 (Y，y) EUs。 由 引 理 1 知 ， 
(x, 7)EUs, (zx, yy) EUA， 
全 而 由 定义 2 知 ，(z，y) EUA。UA。 故 
U4EU4。DU 1。 
再 设 (z，z) EUA。UaA。 则 3yEX， 使 
(z，y)EUA，(y，z) EU,. 
-因此 有 
Z 水 yEA， y 冰 zE€ 有 A, 
由 I-1 知 ， 
(zZ 沙 z) 水 (z 沙 y) 委 y 阔 z。 
由 于 y 冰 2E A EID(X), 据 定 理 古 * 8。5 知 ， 
(z 亲 2z) 灯 (7 冰 y) EA. 
由 于 AEID(X),， 且 7z 冰 yEA， 故 z 冰 zE A。 从 而 
Us°o UCU 4s, 
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这 样 ， 我 们 就 证 明了 (12) 。 Q .了 。D， 
现在 ， 我 们 可 以 给 出 下 列 ， 
定理 3 ( 注 272)】 ” 设 (X， 沙 ，0》 是 -- 个 BCI- 代 数 。 命 
2 ={U4 AETD(X)}, (13) 


ZY*={UCXxX, UsEY, UsEU)}, 
(14) 
其 中 Us 由 (8 ) 定 义 ， 则 (X， 约 是 一 个 所 一 致 空间 。 
证 ” 先 说 明 一 个 事实 ， 己 Y*。 这 由 乡 和 终 * 的 定义 可 知 。 
YW * 显 然 是 X xX 的 一 个 非 空 子 集 族 ， 至 少 有 
Uto} EZ CY*. 
下 面 我 们 分 别 来 验证 拟 一 致 结构 的 四 个 公理 均 成 立 ， 
1” U- 1 成立。 事实 上 , FUE2*,，3UsEY， 
使 UsCU。 由 引 理 1 知 ， 
人 CUaCU, 
2”U-3 成 立 。 事 实 上 ，FUE2%4 则 3UAEM ， 使 UAG 
U。 由 引 理 3 知 ， 
Uso Us= UAEU, 
而 且 UAGY 区 2 "*, 
3” U-4 成立。 事实 上 ， 如 果 U，VE2Y*#， 如 存在 UAE 
2，UsE2& ， 使 
UCU, UgsEV., 
由 引 理 2 知 ， 
Usns=UaNUsECUNYV., 
由 于 UAnsgEU ， 故 UnVE2s， 
4” U-5 成 立 。 事 实 上 ， 如 果 U Ew "， 而 UGEVEXxX, 那 
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么 ，3UAE 风 ， 使 
[TEUEV, 

从 而 VE *#。 

这 样 ，(X，2#) 是 一 个 扳 一 致 空间 。 Q.E.D. 

由 定理 3 ， 我 们 可 以 引入 下 列 概念 : 

定义 6 ( 注 273】 定理 3 中 给 出 的 拟 一 致 空间 (和 ，2*) 称 为 
由 BCI- 代 数 人 XI 水 ，0 诱导 的 拟 一 致 空间 ， 简 称 为 BCI- 拟 一 
致 空间 ， 由 (14) 表示 的 集 族 终 *# 称 为 由 BCi~ 代数 (X， 米 ，0 > 诱 
导 的 拟 一 致 结构 ， 简 称 为 BCI- 拟 一 致 结构 。 

六 面 我 们 给 出 BCI- 拟 一 致 结构 的 一 个 特征 性 质 ， 即 

定理 4 ( 注 274) 设 人 (Xi 水，0》> 是 一 个 BCI- 代 数 ，2%*CP 
(XxX)。 则 下 列 条 件 等 价 : 

1) 2* 是 BCI- 拟 一 致 结构 ， 

2) 命 E={(z,，y)EXxX:zx*y=0}, 


F=XxX-E, 
则 : 
y*={EUT :TEP(F)}. (15) 
证 1) 寺 2)， 


事实 上， 由 于 A={0}EID(X)， 故 UA=U(o E21 ={Us: 

BEID(X)}+。 而 实际 上 有 
C 4= Lo =E, 

故 EE2"。 由 于 FTEP(F)，ECEUT, 由 U-5 知 ，EUTE 
2*。 因 此 Yi * 刁 {EUT, TEP(F)}. 
反之 ， 若 UE2U*#， 则 JUAG29 ,使 得 UAGU.。 由 于 A EID(X)， 
故 0 乞 人 .从 而 Ufoi EUA， 因 此 ESEU. 这 样 我 们 有 U -了 ERF。 
因此 ，U E{EUT; TEP(F)}. 所 以 2 *C{EUT:TEP(F)}. 
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这 上 就 证 得 了 (13)、， 
2) 一 1) 。 
设 集 族 纪 * 由 (15) 表示 。 设 


M={UCAXxAX 。 AEY, UU}, 
其 中 : 


z= {Ua: AETD(X)}. 
我 们 往 证 Zz *= M. 
事实 上 ， 设 UEM， 则 3UAE2Y ， 使 HAEU。 由 于 
E=U(0} ，OE4ETDGCX)， 
则 志 C UsaCU. 故 U Ew%*。 因此 MC *。 
反之 ， 设 UE2y*， 于 是 3TEPCF),， 使 U =EUT. 
因此 ， 
U 40} =ECU. 
由 对 的 定义 ，UEM。 所 以 ，2*CM。 
这 样 我 们 有 2 ”= M. 由 定理 3 知 ，& * 是 BCI- 拟 一 致 结构 。 


Q.E.D. 

对 于 BCK~ 代 数 类 似 于 定理 3 和 定理 4 的 结果 
也 成 立 , 也 可 类 似 于 定义 6 作出 相应 的 定义 .我 们 在 这 里 就 不 一 一 
详 述 了 。 应 当 注 意 的 是 ， 对 于 BCK -代数 来 说 ， 我 们 在 这 里 所 作 


的 讨论 比 氏 .Iseki 在 (523 中 所 作 的 讨论 要 规范 一 些 。 
例 3 


注 1 ( 注 275) 


设 入 =《0，1，2)》, 和 中 的 二 元 运算 米 由 下 表 给 出 ， 
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虽 <X; 沙 ，0> 是 一 个 BCTI- 代 数 。 
显然 ， 我 们 有 
E=((0, 0), (0, 1), (1，1)，(2，2))。 
而 X 的 BCT- 拟 一 致 结 松 儿 * 由 下 列 集合 组 成 : 
EUT, TEPCFY=P{(0, 2), (1, 0), (1, 2), 
(2, 0), (2，, 1)}. 
因此 ，Y* 共 出 25 = 32 个 集合 组 成 . 

3 . 成 为 一 致 结构 的 情形 

我 们 从 例 3 可 以 看 到 这 样 的 一 个 事实 ， 

E={(0, 0), (0, 1), (1, 1), (2, 2)}€2*, 
但 是 ， 

ES'={(0,0), (1, 0), (1, 1), (2, 2)}Ew*. 
因此 ， 例 3 中 的 集 族 乡 * 并 不 满足 U- 2 ， 即 4 米 ，07》 的 拟 
一 鸭 结 构 * 并 不 是 一 致 结构 。 这 说 明了 ，-… 个 BCI- 拟 一 致 结构 
不 必 是 一 致 结构 。 因 此 ， 我 们 应 当 进 一 步 讨论 这 样 的 问题 一 个 
_ BCI- 拟 一 致 结构 能 否 成 为 一 个 一 致 结构 ? 需要 什么 条 件 才 能 成 
为 一 个 一 致 结构 呢 ? 在 这 一 部 分 中 我 们 来 讨论 这 些 问题 。 我 们 有 
下 列 结果 ， 

定理 5 ( 注 276)】 设 人 Xi 冰 ，0) 是 一 个 BCI- 代 数 ，2g* 是 它 
的 BCI- 拟 一 致 结构 。 则 下 列 条 件 是 等 价 的 : 

1 ) 2&%* 是 一 致 结构 ， 

2 ) U{o = 人 ， 

3 ) 《Xi 米 ，0) 是 广义 结合 鸭 。 

证 1) 全 2)。 设 约 * 是 一 致 结构 。 显 然 ，AEUto。 现 设 
(2，yD)EU 。 则 xz 水 y= 0。 由 于 &* 是 一 致 结构 ， 故 
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U ,0 ={ Cy. 7Z) 。 Cr EU EY *. 


由 于 { 0 } 古 XX 中 按 “ 己 ”最 小 的 理 想 ， 故 U40) 己 Ut0}。 于 是 ， 按 
Uo 的 定义 可 知 Uu = U ro} 。 因此 ， yrT= 0 » 出 I—4 知 ， 


z= y。 所 以 ，Ui0} 皇 人 。 这 就 证 得 了 Ufoi = 人 。 

2) 之 1)。 由 于 Ut0} = 人 人 ， 故 FUE2*， 则 ASEU。 因 此 ， 
ASEU-:， 即 Ufo EU-:。 由 定理 4 知 ，UTIE2 。 所 以 ，&” 
是 一 致 结构 。 

2) 过 3)。 设 I EBC(X)， 则 0 冰 z= 0。 故 (0，z)EUo 。 由 
于 Uo = 八 ， 故 z= 0 。 因 此 ，B(X)= {0}。 所 以 , 《入 ; 冰 ，0? 
是 广义 结合 的 。 

3) 这 2) 。 显 然 ， 和 全 Uto; 。 现 设 (z，y) EUt0) ， 即 z 沙 y= 
0 。 由 于 CX， 米 ，0) 是 广义 结合 的 ， 故 有 : 

Z=0 水 (0 水 z) = (7 水 y) 沙 (0 阔 Z) 
= (y 亲 (0 冰 7)) 冰 y= (x 闵 (0 灯 >》)) 亲 y 
= (ZX 灯 y) 冰 (0 亲 y)= 0 水 (0 亲 y)= yy， 
故 (z，y》)= (z，7z)EA。 从 而 ，Ulo) 语 信 。 这 就 证 明了 
Uto} = 人。 Q .上 上 上.D， 

注 2 定理 5 的 1) 给 出 了 广义 结合 BCI- 代 数 的 一 致 结构 特 
征 ， 而 2) 则 给 出 了 广义 结合 BCI- 代 数 的 零 理 想 特征 。 我 们 还 可 
把 2) 改 一 个 说 法 ， 而 利用 “2) <>3)” 得 到 下 列 ; 

推论 1 ( 广 277) 设 人 X 水，0 > 是 一 个 BCI 代 数 。 则 久 是 广 
义 结合 的 当 且 仅 当 

zy= 0 >r= y。 (16) 
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注 3 条 件 (16) 实际 上 表明 ， 在 (Xi 水 ，0 > 的 乘法 类 中 仅 
仅 对 角 线 上 的 元 素 为 0 。 推 论 1 给 出 的 BCI- 代 数 是 广 义 结 合 的 
一 个 较 简单 的 判定 方法 。 

注 4 ”由 于 结合 BCI- 代 数 一 定 是 广义 结合 的 ， 故 有 下 列 ， 

推论 2 ( 注 278】 ”任意 的 结合 BCI- 代 数 的 BCK- 拟 一 致 结构 一 
定 是 它 的 一 致 结构 ， 且 Ut0} = 人 入， 

QE.D。 

这 个 推论 也 可 利用 定理 V .2. 8 而 直接 予以 证 明 。 

注 5 由 于 任意 的 BCK- 代 数 必 是 BCI- 人 代数， 由 定理 5 可 
知 ， 有 下 列 ， 

推论 3 (六 279) ” 设 (X， 沙 ，0 是 一 个 BCK- 代 数 。 则 它 的 
BCI-( 或 BCK-) 拟 一 致 结构 2 是 一 臻 结构 的 充 要 条 件 是 《XX 炒 ， 
0 > 是 平凡 的 ， 即 X= {0}. Q.E。D。 

这 样 ， 在 BCK- 代 数理 论 中 只 能 讨论 上 面 所 引入 的 这 样 拟 一 
致 结构 ， 而 没有 必要 去 研究 这 种 拟 一 致 结构 成 为 一 致 结论 的 间 
题 。 这 样 ， 我 们 就 可 以 理解 KK。1séki 在 [C52] 中 为 什么 上 只 讨论 了 
BCK- 代 数 的 拟 一 致 结构 的 问题 。 另 一 方面 ， 这 也 说 明了 , “BCI- 
拟 一 致 结构 成 为 一 致 结构 ”的 这 个 类 性 质 是 BCI- 代 数理 论 中 所 
固有 的 。 不 过 ， 定 理 5 表明 ， 这 一 性 质 与 广义 结合 性 是 等 价 的 ， 
因此 ， 不 可 能 有 什么 新 的 代数 类 出 现 。 但 是 ， 这 一 性 质 毕 竟 是 用 
一 致 结构 刻 划 的 ， 从 而 比 之 完全 代数 的 讨论 要 深入 一 点 了 。 

为 了 方便 起 见 ， 我 们 在 这 里 引入 下 列 概念 ， 

定义 7 ( 注 280) 设 (X5 沙 ，0 > 是 一 个 BCI- 代 数 。 如 果 郊 
的 BC[- 拟 一 致 结构 2* 是 它 的 一 致 结构 ， 则 称 它 为 BCI- 一 致 结 
构 。 而 (入 ，29#) 则 称 之 为 BCI- 一 致 空间 。 

由 定理 5 可 知 成 立 下 列 ， 
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定理 6 ( 注 281) 设 (X， 沙 ， 0 是 一 个 BCI- 代 数 ，29 "是 
BCI- 拟 一 致 结构 ， 则 (X,2s) 是 BCI- 一 致 空 间 < 和 信人 8 水 0》 
是 广义 结合 的 。 QE.D. 

例 4 设 X 是 任 一 非 空 集合 ， 则 《P(X)， 人 入 ,人 ) 是 一 个 结 
合 的 BCI- 代 数 , 其 中 和 八 表 示 对 称 差 运 算 。 由 定理 5 的 推论 2 知 ， 
X 的 BCI- 一 至 结构 乡 是 由 X xX 的 包含 Uto} 的 一 切 子 集 所 组 成 ， 
而 终 {of 正 是 入 xx 的 对 角 线 

Uoy ={(r，2zZ)E 人 XXX ZE 人 )。 

4 BCI- 一 致 拓扑 

对 于 BCI- 一 臻 空间， 自然 可 以 由 它 的 一 致 结构 而 诱导 它 的 
一 致 拓扑。 那么 它 的 一 致 拓扑 是 什么 呢 ? 在 这 一 部 分 中 我 们 来 讨 
论 这 一 问题 。 为 了 方便 起 见 ， 我 们 先 列 出 一 致 拓扑 的 概念 ， 即 下 
列 ， 

定义 8 若 (X，、2) 为 一 致 空间 ， 则 一 致 拓扑 是 指 所 有 
满足 下 列 条 件 的 X 的 子 集 T 所 构成 的 集 族 ， 对 T 中 每 一 个 zx 有 多 中 
一 个 元 UU 满足 UCxJCT， 其 中 乡 是 XX 的 一 致 结构 。 

根据 这 一 定义 ， 我 们 可 以 有 下 列 结果 ， 

定理 7 ( 注 ?82) 设 人 水 ， 0 是 一 个 BCI 代 数 ，29*# 是 它 
的 BC TI 一 致 结构 ， 则 由 9 ”诱导 的 一 致 拓扑 是 散 拓扑 。 

证 设 久 是 一 致 拓扑 。> 是 X 的 任 一 子 集 ， 若 S3= 名 ， 则 
3€ .入 。 现 设 ?5: 和 、FzE9, 那 么 取 U{oj E2&*#， 由 定理 5 知 ， 

yEUo (Ij<> (xT, y) EU 0} 
<>>(z，y)E 人 


< 一 = y, 
故 CLo rz]J= {zZ ES3。 由 一 致 拓扑 的 定义 ，SE 也。 这样 ， 六 
= P(X)。 所 以 ， 久 是 散 拓扑 。 Q.E。D， 
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由 此 有 下 列 ， 

推论 (i283) 结合 BCI- 代 数 (XX， 冰 ，0) 的 BCI- 一 致 结构 
诱导 的 一 致 拓扑 是 散 拓 扑 。 

Q.E.D.。 

为 了 方便 起 见 ， 我 们 引入 下 列 ， 

定义 9 ( 宇 284) 设 (X， 炒 ，0) 是 一 个 BCI- 代 数 ，z/* 是 它 
的 BCI- 一 臻 结构， 为 由 一 致 结构 2* 引 入 的 一 致 拓扑 ( 散 拓 
扑 ) ， 则 称 .六 为 BCI- 一 致 拓扑 ， 且 称 (X，.) 为 BCI- 一 致 拓 
扑 空间 。 

现在 ， 我 们 来 进一步 讨论 一 下 这 种 具有 BCI- 一 致 拓 扑 结构 
的 BCI- 代 数 。 为 此 ， 我 们 先 介绍 几 个 有 关 的 概念。 

定义 10( 注 285) ” 设 (X， 水 ，0 是 一 个 BC 代数 ，(X， .人 
是 一 个 拓扑 空间 。 称 4(X， 米 ， 0 ) 为 具有 拓扑 的 BCI- 代 数 。 

定义 11( 注 286) ” 设 (X5 洲 ，0> 是 具有 拓扑 .天 的 BCI- 代 数 ， 
则 称 (X xX， 米 ， 0 为 具有 积 拓扑 好 的 积 代数 ， 其 中 过 是 
(X，J) 与 (X，. 汪 ) 的 积 空间 的 拓扑 。 

我 们 有 下 列 结 果 ， 

定理 8 ( 注 287) 设 (X， 水 ，0 是 一 个 广义 结合 的 BCI- 代 
数 ， .元 是 X 的 BCI- 一 致 拓扑 ， 则 人 X， 米 ，0 ，. 罗 > 是 一 个 广义 
结合 的 BCI- 拓 扑 代数 。 

证 由 定理 7 知 ，. 半 是 散 拓扑 ， 从 而 积 拓扑 i 也 是 散 拓 
扑 。 因此， 水 必 是 从 (XxX 针 ，J) 到 (X, .) 的 一 个 连续 映射 。 
所 以 ，《X， 米 ，0 ，: 罗 > 是 一 个 广义 结合 的 BCI- 拓 扑 代数 。 
Q.E.D. 

这 个 定理 有 下 列 显然 的 ， z 
推论 ( 福 288) 设 上 是 结合 BCI- 代 数 (X; 沙 ，0 的 BCI- 一 
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致 拓扑 ， 则 (X， 米 ，0 ，. > 是 一 个 结合 的 BCI- 拓 扑 代数 。 
Q.E.D。 


由 此 易 知 成 立 下 列 ; 
定理 9 ( 注 289) 设 .F 是 结合 BCI- 代 数 (X， 冰 ，0) 的 BCI- 
一 致 拓扑 ， 则 (X， 米 ， 了) 是 以 0 为 恒 等 元 的 对 合 拓扑 群 。 
QO.E.D. 
5 。 具 有 散 子 代数 性 质 的 BCI- 代 数 的 拟 一 致 结构 
最 后 ， 我 们 来 考察 一 下 具有 散 子 代数 性 质 的 BCI- 代 数 的 所 
一 致 结构 。 设 《X; 冰 ，0) 是 一 个 具有 散 子 代数 性质 的 BCI- 代 
数 ， 则 
X= BX)ULCX), (17) 
这 里 ，《<B(X)， 米 , 0) 是 一 个 BCK- 人 代数， 而 《L(X); 水 ，0》 
是 一 个 广义 结合 的 BCI- 代 数 。 在 X 中 二 元 运算 米 实际 上 是 如 下 地 
给 出 的 : 
:TI*y, rEB(X), yEB(X) 
Z 阔 y， TEL(X),yEL(ON), 
7Z 阔 y= 0k*y, TEBCOX), yEL(X), y+ 0，, 
| rEB(X), yEL(X), y= 0， 
X， EL(X), yEB(X). 
(18) 
我 们 来 看 一 下 它 的 BCI- 所 一致 结构 ZZ*。 集 合 
E={(z, y EXxX, z 炒 y= 0) 
有 哪些 元 素 组 成 呢 ? 我 们 分 以 下 几 种 情况 讨论 ; 
1) 当 zEBGA)，yEB(X)， 如 果 (z，y)E 王 ， 那 么 z 水 》 
= 0 。 如 果 我 们 命 
Eawwy = EN(B(X) x BX)), (19) 
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那么 此 时 (Tz，y) EEas x) 。 当 然 ， 反 之 亦 真 。 
2) 当 rzEL(X)，y EL(X)， 则 因 《LCNX)， 水 ，0) 是 一 个 
广义 结合 BCI- 代 数 ， 而 有 
(zx, yy) EE<>I*y= 00SI=y. 
故 知 命 Er Oo =EN(C(L(X) xL(X)), (20) 
那么 ，Ez oo = {x 2): TEL(X)} = ANGCLCX) xL(X)). 
3) 当 zrEB(X)，yELCX)，y 关 0 时 ， 由 (18) 易 知 zx 沙 y= 
0 水 y 0 。 故 (z，y) EE， 
4) 当 zEB(X)，yELIX)，y= 0 时 ， 由 (18) 易 知 
Z 水 y = 工 。 
故此 时 ，(z，y) EE<>7z= 0， 亦 即 (0，0) EE, 这 已 包括 在 
1) 中 或 2) 中 。 
5) 当 7XEL(X)，ywEBCX) 时 ， 亦 有 
I 六 y= 工 。 
因此 ， 此 时 (zx，y) EE 二 >x = 0 。 这 也 已 包括 在 2) 中 。 
这 样 ， 我 们 可 以 看 出 ， 对 于 一 个 具有 散 子 代数 性 质 的 BCI- 
代数 人 X 洲 ，0 ) 来 说 ， 


E=Esw UErw, (21) 
且 
Es x) NEr wx) = {4(0,0)}. (22) 
于 是 ， 由 定理 4 我 们 可 知 ， 
ZZ*= {EUT :TEP(F))}, 1 
(23) 


F=XxX-E=XxX- (Eg x UE wx).) 
我 们 再 进一步 来 分 析 ， 实际 上 ， 如 果 用 Zr 8 ty 种 YT (yy 分 别 
表示 《<B(X)， 冰 ，0 了 和 《LCX)， 水 ，0) 的 BCI- 拟 一 致 结构 ， 
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则 
Yix) =Y*(N PB)X) | 
24) 
rs =Y*N PLX) x LX)). ( 
总 结 寺 面 的 讨论 ， 我 们 可 以 得 到 下 列 结 果 ， 
定理 10( 注 ?80) 设 人 X 水 ，0 > 是 一 个 具有 散 子 代 数 性 质 的 
BCI- 代 数 ， 则 
1) 它 的 BCI- 氢 一 致 结 构 多 *# 由 (23) 给 出， 其 中 Esw 及 
Ei (x) 由 (19) 和 (20) 定义 
2) 《B(xz)， 水 ，03 和 <L(z)， 六 ，0) 的 BCI- 氢 -… 致 结构 


2 ao 利 2roo 由 (24) 给 出 。 


3) bb 是 人 炒 ，0> 的 一 致 结构 和 >>B(X) = {0 }). 
Q.E.D. 
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第 七 章 BCH- 代 数 


由 作者 引入 的 BCH- 代数 是 比 BCI- 代 数 更 为 广泛 的 一 类 
(2,0) 型 的 抽象 代数 。 我 们 在 这 一 章 中 作 些 简单 介绍 。 


S1 BCH- 代 数 的 概念 


在 这 一 节 中 我 们 介绍 一 下 BCH- 代 数理 论 产 生 和 发 展 的 概 
况 ， 给 出 BCH- 代 数 的 定义 和 有 关 的 概念 ， 尤 其 要 解 决 走 BCH- 
代数 的 存在 性 ， 从 而 表明 BCH- 代 数理 论 是 一 种 独 立 的 代 数理 
1 。BCH- 代 数理 论 产 生 和 发 展 的 概况 
1980 年 ， 作 者 开始 研究 BCTI- 代 数理 论 。 当 时 ， 作 者 的 研 究 
成 果 的 一 部 分 ， 就 是 和 开 。Iseki 一 起 讨论 和 研究 了 结合 的 BCI- 
代数 ， 并 在 [27] 和 [528] 中 发 表 了 它们 ， 在 那 时 ， 作 者 还 得 到 了 一 
部 分 成 果 ， 由 于 某 些 原因 当时 没有 发 表 ， 其 中 有 一 个 结果 是 定理 
下 .2。.8。 
这 个 定理 说 ，BCI- 代 数 的 一 个 特征 是 它 满足 1 -1, I -3，I 
一 4 和 
(x 六 ) 冰 z= (Z 沙 2z) 水 y。 (1) 
这 是 用 四 个 条 件 取 代 BCI- 代 数 的 五 个 公理 。 当 时 搞 这 一 项 工作 
的 动机 是 第 一 ， 嫌 BCI- 代 数 的 五 条 公理 太 烦 ， 第 二 ， 想 探索 
一 个 新 的 代数 公理 体系 。 要 把 BCI- 代 数 类 包含 在 其 中 ,， 而 尽 量 
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不 要 公理 I- 1 。 这 一 探索 在 得 到 了 定理 里 . 2 . 8 之 后 获得 了 成 
功 ， 达 到 了 预期 的 目的 。 首 先 ， 我 们 可 用 1~1，I -3， 了 -4 和 
(1 ) 四 个 条 件 等 价 地 取代 BCI- 代 数 的 定义 ; 其 次 , 我 们 以 I 
-3， 工 -4 和 (1 ) 作 为 三 条 公理 而 建立 一 个 代数 系 ， 作 者 称 之 为 
BCH- 代 数 ， 自 然 是 包含 BCI- 代 数 的 。 

1981 年 ， 作 者 把 自己 建立 BCH- 代 数 的 想法 告诉 了 KTséki， 
他 加 疡 表示 支持 ， 并 要 作者 尽快 整理 出 来 。 

1982 年 ， 作 者 写 出 了 [373]， 并 译 成 英文 寄 给 人 .Isski。 他 
回信 表示 同意 在 日 本 发 表 它 。 

1983 年 4 月 ， 在 西安 召开 的 全 国 第 一 次 BCK 和 BCI- 代 数 会 
议 上 作者 宣读 了 《结合 的 BCI- 代 数 的 一 些 结 果 》 一 文 ， 其 中 第 
三 个 问题 就 是 介绍 了 BCH-~ 代 数 。 

这 里 应 当 指 出 的 一 点 是 ， 一 直到 1983 年 4 月 作者 还 没有 能 找 
出 一 个 BCH- 代 数 ， 而 不 是 BCI- 代 数 的 ， 即 真 BCH- 代 数 。 这 里 
要 谈 一 下 作者 和 李 新 邮 志 的 合作 。 我 们 的 合作 是 从 1982 年 11 月 开 
始 的 。 在 一 次 偶然 的 机 会 中 ， 作 者 向 李 新 邮 志 介 绍 了 BCH- 代 数 
和 BCI- 代 数 。 经 过 半年 的 努力 ,我 们 终于 找 出 了 真 BCH- 代 数 。 
并 且 进 一 步 从 理论 上 进行 了 初步 的 研究 ， 这 就 产生 了 [38]。 这 篇 
文章 写 于 1983 年 5 月。 

作者 在 编写 这 本 讲义 时 ， 对 已 有 的 关于 BCH- 代 数 的 成 果 作 
初步 整理 ， 这 就 是 本 章 的 基本 内 容 ， 应 当 说 ，BCH- 代 数 还 正在 
发 展 之 中 。 

2 。BCH- 代 数 的 定义 

我 们 有 下 列 ; 

定义 1 ( 注 291) 一 个 BCH- 代 数 是 具有 下 列 条 件 的 (2，0) 
型 的 一 个 代数 Xi 水 ，0》: 对 于 任 意 的 z，y，zEX， 成 立 下 
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列 公理 : 


公理 H-1 。z 沙 z= 0， (2) 
公理 H-2，, Xz 炒 y= y 冰 z=0 访 z=y， (3) 
公理 再 - 3 。 (z 水 y) 水 z2= (Z 水 2) 水 y。 (4) 


集合 X 被 称 之 为 BCH- 代 数 (X， 水 ，0 > 的 基础 集合 。 

显然 ， 我 们 有 下 列 结果 ， 

定理 1( 注 292) 

1 ) 任 一 BCK- 代 数 是 一 个 BCH- 代 数 . 

2) ” 任 一 BCI- 代 数 是 一 个 BCH- 代 数 。 

3) 一 个 BCH- 代 数 (X， 冰 ，0 > 如 果 满 足 : 对 于 任意 的 z， 
y，2EX 成 立 


((Z 沙 急 沙 (Z 阔 2)) 沙 (z 冰 7y) = 0， (5) 
则 它 是 一 个 BCI- 代 数 。 
证 由 定理 卫 . 2 “8 知 。 Q.E.D。. 


3 . 真 BCH- 代 数 的 存在 . 

由 定理 1 及 第 三 章 的 结果 知 ， 我 们 有 下 列 包含 : 

BCK- 代 数 CBCI- 代 数 类 己 BCH- 代 数 类 。 (6) 
这 里 自然 要 提出 下 列 ， 

问题 1 (二 299) 是 否 存 在 一 个 BCH- 代 数 , 它 不 是 BCI- 代 数 ? 

为 了 方便 起 见 ， 我 们 给 出 下 列 ， : 

定义 2 ( 注 294) 如 果 一 个 BCH- 代 数 ， 它 不 是 BCI- 代 数 ， 屠 
么 称 之 为 真 BCH- 代数 。 

这 样 ， 问 题 1 就 转变 为 下 列 : 

问题 2 (过 285) 是 否 存在 一 个 真 BCH- 代 数 ? 

这 里 谈 一 下 解决 这 个 问题 的 必要 性 。 我 们 只 有 找 出 一 个 真 
BCH- 代数 的 例子 ,才能 保证 BCH- 代 数理 论 是 独立 的 代数 系统 。 
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否则 ，. 人 们 就 要 怀疑 ，BCH- 代 数 是 否 就 是 BCI- 代 数 。 男 一方 
面 ， 我 们 以 后 将 要 看 到 ， 一 个 真 BCH- 代 数 的 存在 也 表明 了 在 
BCI- 代 数 的 五 个 公理 中 ， 工 一 1 是 独立 于 其 它 四 个 公理 的 。 

我 们 给 问题 2 一 个 肯定 回答 ， 即 有 下 列 : 

定理 2 ( 注 296) 存在 真 BCH- 代 数 。 

证 ” 见 下 面 的 例 1 和 例 2。 

QEe.D. 
例 1 设 X={0，1，2，3}X 中 的 二 元 运算 冰 由 下 表 给 出 ， 


*|0 1 2 3 


0 | 0 


0 0 0 
111 0 3 3 
212 0 0 2 
3 3 0 0 0， 


则 〈X 洲 ， 0 是 一 个 真 BCH- 人 代数。 事实 上 ， 容 易 验证 ，《、^3 
米 ，0) 是 一 个 BCH- 人 代数， 而 
(2 冰 3) 冰 (2 水 1)) 冰 (1 米 3)=(2 冰 0) 冰 3 
= 2 六 3=2:=0， 
故 公理 1-- 1 不 满足 ， 因 此 《X， 冰 ，0) 不 是 一 个 BCI- 代 数 ， 
即 《X， 冰 ，0 ) 是 一 个 真 BCH- 代 数 。 
例 2 设 X= {0，1，2，3),X 中 的 二 元 运 算 炒 由 下 表 给 出 : 


冰 |10 1 2 3 
0 | 0 0 0 0 
1 1 0 0 1 
2 | 2 0 3 
3 3 0 0 0， 
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则 (X， 水 ，0 > 是 一 个 真 BCH- 代 数 。 事 实 上 ,容易 验证 (人 ;水 ， 
0 > 是 一 个 BC 下- 代数， 而 
((1 冰 3) 亲 (1 亲 2)) 灯 (2 闲 3)= (1 冰 0) 冰 3 
=1 冰 3=1* 0， 

放 不 满足 公理 IT-1， 因 此 《人 米 ，0 7 不 是 一 个 BL 广 代数 。 

4 。 几 点 说 明 

在 本 节 的 最 后 作者 作 几 点 说 明 : 

注 1 由 于 定理 页 "1。3 的 1)，2)， 我 们 有 下 列 ， 

定理 3 ` 注 297)】 一切 BC 再- 代数 作成 一 个 真 类 ， 以 后 称 之 为 
BCH- 代 数 类 。BCK- 代 数 类 和 BCI- 代 数 类 都 是 BCH- 代 数 类 的 
真子 类 。 


OQ.:E.D. 
注 2 《2，10)》 型 的 代数 不 必 都 是 BCL- 代数 。 可 见 下 列 ， 
例 3 设 入 ={10，1，2}?， 人 入 中 的 二 元 运算 米 由 下 表 给 出 ; 


水 | 0 1 2 
0 0 1 2 
1 1 1 3 
2.:2 2 0 


- 则 (2 ，0) 型 代数 (水 ，07) 不 是 BCR- 代 数 。 因 1 水 1 = 
1 关 10， 故 不 满足 日 -1.， 


存在 满足 下 -~ 1 ， 但 不 满足 H- 2 的 (2，0)》 型 代数 。 如 下 
例 ， 
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水 | 0 1 2 
010 0 2 
1 0 0 1 
212 1 0 


则 《2，0) 型 代数 (X， 米 ，0 不 是 BCH- 代 数 ， 虽 满足 H-1 
但 不 满足 H-2， 因 0 水 1= 1 水 0=0， 但 0 关 1， 因 0 水 2 
= 2,， 调 1 六 2= 1 

存在 满足 H- 1 ，H- 2 ， 但 不 满足 H- 3 的 〈2，0) 型 代数 。 
如 下 例 ; 

例 5 设 X= (0，1，2)，X 中 的 二 元 运算 水 由 下 家 给 出 ， 


水 | 0 1 2 
0 0 1 2 
1 1 0 1 
2 | 2 1 0 


则 (2，0) 型 代数 (和 阔 ，0 满足 H-1，H-2， 但 不 满足 
H-s 。 因 
(1 米 2) 炒 1=1 水 1=0， 
《1 六 1) 冰 2=0 沙 2= 2。 
注 3 上 面 几 个 例子 还 不 足以 说 明 BCH- 代 数 的 公理 体 系 的 三 
个 公理 是 互 不 荀 涵 的 。 我 们 自然 要 提出 下 列 ， 
问题 1 ( 注 98) 公理 H-1，H-2 及 H-3 是 互 不 蕴涵 的 
汉 ? z 
建议 有 兴趣 的 读者 去 认真 考虑 这 个 问题 。 
注 4 真 BCH- 代 数 的 个 数 问题 有 什么 结果 呢 ? 这 是 一 个 值得 
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研究 的 问题 ， 我 们 以 后 将 给 出 一 些 结果 。 
注 5 ”由 定义 1 可知， 一 切 BCH- 代 数 的 类 是 一 个 亚 簇 。 


$2” BCH- 代 数 的 性 质 


在 这 一 节 中 ， 我 们 来 介绍 一 下 BCH- 代 数 的 一 些 主 要 性 质 。 

首先 ， 我 们 来 考虑 一 个 问题 。 在 $ 1 中 我 们 给 出 的 两 个 真 
BCH- 代 数 都 是 破坏 公理 [I -1 的 。 这 是 不 是 偶然 的 呢 ? 不 是 的 。 
我 们 再 返回 来 看 一 下 定理 下 .2 .8 及 其 证 明 。 不 难看 出 ， 在 充分 
性 的 证 明 中 ， 我 们 由 


>， 
H- 1 
H-3 
H- 1 | 一 [5 。 
H- 2 


:这 两 个 过 程 的 证 明 中 并 没有 用 到 公理 I- 1 。 因 此 ， 我 们 有 下 列 ， 
定理 1 ( 注 2899j 设 (X， 水 ，0 是 一 个 任意 的 BCH- 代 数 ， 
则 对 于 任意 的 x-，y EX 有 
《Z 阔 (Z 沙 y)) 水 y= 0， 《1) 
-及 
7Z 水 0=10 一 7Z= 0. Q。 下 上。D， 
(2) 
由 此 ， 我 们 可 以 得 到 真 BCH- 代 数 的 下 列 特征 ， 
定理 2 ( 汪 300) 一 个 BCH- 代 数 (X 洲 ，0 ) 是 真 BCH- 的 充 
台 条 件 是 不 满足 公理 I-1. 
证 “全 ”。 如 果 (X 水 ，0 ) 满 足 1 一 1， 由 于 定理 1 它 
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又 满足 1-2 和 I-5， 故 它 是 一 个 BCI- 代 数 。 这 与 它 是 一 个 真 
BCH- 代 数 的 条 件 矛 盾 。 

“<-” 。 由 于 (X， 冰 ，0 ) 不 满足 I- 1 ， 因 而 不 是 BCI- 代 
数 ， 所 以 它 是 真 BCH- 的 。 Q.E.D. 

这 个 结果 就 给 前 面 问题 一 个 确切 的 回答 。 另 一 方面 ， 例 出 。 
1 .1 和 例 划 .1 .2 也 说 明了 


Fa | 


1-3 
I-4 ; 书 I-1. 
T_5 | 
《甚至 加 上 HH-3》〉》 . 
这 就 可 以 得 出 ， 
定理 3 ( 注 391) 在 BCI- 代 数 的 公理 系 中 公理 六 2 ，I-3 ， 广 
4 ，1 一 5 并 不 蕴涵 I 1 Q.E.D. 


人 不过、 我 们 还 馆 要 提出 下 列 ， 
问题 4 ( 注 302)} ” BCI- 代数 定义 中 五 个 公理 彼此 蕴涵 吗 ? 
下 面 ， 我 们 继续 来 看 BCH- 代 数 的 性 质 。 由 定理 1 我 们 不 难 
得 到 BCH- 代 数 的 下 列 重要 性 质 ， 
定理 5\ 注 303} 在 任意 的 BCH- 代 数 (Xi 米 ，0) 中 对 于 任 
意 的 TE 入 有 
7 冰 0=z。 (3) 
证 首先， 由 公理 H-3 和 H- 1 有 ， 
(Zz 六 0) 冰 z= (Z 沙 Z) 沙 0=0 六 0=0。 
下 面 ， 我 们 想 证 z 六 (z 米 0)= 0， 从 而 由 H-2 便 有 (3 )。 
我 们 来 证 这 个 事实 。 实 际 上 ， 只 要 计算 一 下 ; 
(Z 冰 4z 阔 0)) 六 0 = 0， 
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这 是 由 于 定理 1 中 的 (1)。 再 由 (2 ) 知 ，z 水 (z 沙 0?= 0。 
Q.:E.D.: 

这 里 还 应 说 明 一 件 事 。 由 于 定理 1 的 (2 ) 成 立 ， 我 们 可 以 作 
如 下 定义 ; 

定义 1( 注 304) 设 人 XI 水 ，0 ) 是 一 个 BCH- 代 数 ， 命 

TEY iff Z 冰 yy= 0。 

由 这 个 定义 我 们 有 下 列 ; 

定理 6 ( 注 305) 在 BCH- 代 数 《X， 水 ，0> 中 对 于 任意 的 zy 
EX 成 立 ， 


1) 2 水 (zz 水 切 魏 久 (5) 
2) zz, (6) 
3 ) 7 委 y，y<7z 二 2Z= 《7) 
4) ZX0 >>r= 0., A, E, D, (8) 


但 是 ， 与 BCK- 代 数 、BCI- 代 数 不 同 ， 在 BCH- 代 数 中 竟 无 
法 证 明 其 是 否 按 反 为 一 个 半 序 集 。 其 次 ， 定 理 5 给 出 的 
Z 阔 0 = 了 (3 ) 
这 一 性 质 是 BCK- 代 数 。BCI- 代 数 和 BCH- 代 数 所 共有 的 ， 这 是 
由 于 
H-1 
H-2 > (3)，, 
| H- 3 
而 BCK- 代 数 。BCI- 代 数 也 都 满足 H-1 ，H-2 和 H-3。 
BCH- 代 数 还 有 下 列 性 质 ， 
定理 7 ( 注 306) 设 (X 水，0 是 一 个 BCH- 代 数 ， 则 对 于 
任意 的 z，yEX 有 
(rz 水 2) 水 2Z= 0 水 y。 (9) 
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特别 地 有 
“(0 冰 y) 炒 0= 0 站 y， (10) 
及 
(Z 阔 0) 冰 Z= 0。 (11) 
证 ”天 
(zy)k*T= (rw*rI)k*y= 0k*y. 
在 (9) 中 命 z= 0 便 得 出 (10) 。 在 (9 中 命 y=0, 便 有 ;- 
《zx 水 0) 冰 z= 0 米 0 = 0。( 在 定理 5 的 证 明 中 也 已 得 到 (11).》 
Q.E.D. 
BCH- 代 数 有 下 列 特征 
定理 8( 注 307) 一 个 (2，0) 型 的 代数 (X; 水 ，0 > 是 BCH 的 
当 且 仅 当 它 满足 H- 1 ，H- 2 及 
《(Zz 炒 y 水 2) 水 ((z 沙 2) 水 y) = 0，Fz，y，2zE 人 。 
(12) 
证 “二 ”。 只 要 证 (12) 。 事 实 上 ， 
((z 冰 》) 水 2) 来 ((z 冰 2) 灯 >y) = (Zz 冰冰 2) 闲 ((z 冰 >》) 冰 2z) = 0。 
“二 ”。 只 要 证 日 -3。 据 HH-2， 为 证 H-3， 只 要 证 
《(z 水 》) 冰 2) 亲 ((z 冰 2z) 冰 y=0 
及 
((z 冰 2z) 冰 》) 冰 ((z 冰 y) 冰 2)= 0。 
而 此 二 式 锭 由 (12) 保证 。 Q.E.D. 


$3 BCH- 代数 的 BCI- 化 


类 似 于 BCI- 代 数 的 BCK- 化 ,自然 应 当 提 出 一 个 BCH- 代 数 
的 BCI- 化 的 概念 ， 
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1 。bBCI- 化 的 概念 

定义 1( 注 ?08) ”和 如果 一 个 BCH- 代 数 具 有 一 定 的 条 件 而 可 
证 明 它 是 一 个 BCI- 代 数 ， 则 称 这 个 BCH- 代 数 可 BCI- 化 ， 或 简 
称 可 BCI- 化 。 一 个 叙述 BCH- 代 数 可 BCI- 化 的 命题 被 称 为 BCI- 
化 定理 . 

作为 一 个 例子 ， 一 个 显然 的 BCI- 化 定理 是 下 列 ; 

定理 1( 注 309) 一 个 BCH- 代 数 是 一 个 BCI- 代 数 的 充 要 条 件 
是 它 满足 I 一 1. 

2 . 几 个 BCI- 化 定理 

除了 定理 1 这 个 平凡 的 BCI- 化 定理 外 ， 我 们 再 给 出 几 个 
BBC- 化 定理 ， 

定理 2 ( 注 310)】 一 个 BCH- 代 数 《X， 水 ，0> 若 具有 结合 
性 ， 即 在 于 任意 的 z-，y，z EX 有 

(7 冰 y) 冰 z=z 冰 (y 冰 2)， (1) 

则 《〈x， 米 ，0》 是 结合 的 BCI- 代 数 ， 因 而 (X， 冰 〉 是 一 个 每 
个 元 素 皆 为 对 合 的 一 个 群 。 

证 ”只 要 证 满足 公理 I-1、 事实 EF,， 对 于 任意 的 z，y， 2 
EX, 

《(z 沙 7) 水 (Z 沙 z)) 水 (z 阔 7y) =((Z 沙 y) 沙 Z) 冰 ((z 水 z) 阔 7) 
=((Z 六 2Z) 阔 y) 沙 ((〈(2z 冰 2)7 阔 y) 
=《0 米 >) 冰 (0 冰 >) 

二 0 。 
故 I- ] 被 满足 。 由 定理 1 ，《〈X， 沙 ，0》 是 一 个 BCI- 代 数 ， 由 
于 结合 律 (1 ) 成 立 , 故 它 是 结合 的 BC 代数 ,由 定理 V.2。5， 
(x， 水 ) 是 一 个 对 合群 。 Q .下 .D. 
定理 3 ( 注 310 一 个 BCH- 代数 X， 沙 ，0? 若 运算 洲 具 有 
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交换 律 ， 即 对 于 任意 的 z，yEX， 有 
+ 冰 y= y 灯 ZX， (2) 
则 《X， 冰 ，0》 是 一 个 结合 的 BCI- 代 数 ，。 
证 ”我 们 要 由 (2) 一 > (1) 。 事实 上 ， 
《Xz 冰 y) 冰 z= (y 冰 7) 冰 2 
=《y 亲 2z) 六 Zz 
= 了 Z 沙 (7 水 Zz)， 
这 就 得 到 了 〈1 ) ， 再 由 定理 2 便 得 证 本 定理 。 Q'EE，。D。 
定理 4 ( 注 312) ”一 个 BCH- 代 数 《X， 六 ,0 》 若 具有 下 列 性 
质 ， 对 于 任何 的 zxE 久 有 
0 冰 工 = 了 。 (3) 
则 《X， 冰 ，0》 是 一 个 结合 的 BCI- 代 数 ， 
证 我们 要 由 (3 ) 一 > (2 ) ， 再 利用 定理 3 便 得 证 了 。 
事实 上 。 可 以 计算 出 下 列 : 
7 水 y》=(0 亲 7) 冰 y=(0 冰 》) 冰 T=y 水 xX。 QR:，EE，。D。 
注 1 实际 上 ， 定 理 2 就 是 定理 VY 。3 ,1 的 必要 性 部 分 。 这 
里 的 定理 3 和 定理 4 实际 上 给 出 了 结合 BCI 一 代数 的 新 的 特征 性 
质 ， 即 有 下 列 ， 
定理 5( 注 313) ”一 个 (2 ，0) 型 的 代数 〈《X， 阔 ，0》 是 . 
一 个 结合 BCI- 代数 的 充 要 条 件 是 它 满足 日 -1，H--2， 日 -3 及 
(2 ) ， 或 等 价 地 ， 它 满足 H-1，H-2，H-3 及 (3) 。 
Q.E.D. 
注 2 - 由 于 定理 2，3 和 4 ， 我 们 在 BCH- 代 数 中 没有 必 
要 再 讨论 结合 性 ， 或 性 质 (3 ) 及 《4 ) 。 从 这 里 也 可 进一步 看 
出 ， 绪 合 性 是 BCI- 代 数 所 固有 的 一 种 性 质 ， 
注 3 在 BLji 一 代数 中 结合 性 与 (2 〉， (3). 都 是 等 价 的 ， 
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这 一 点 在 BCH 一 代数 让 也 是 成 立 的 ， 即 有 下 列 ， 
定理 6 ( 注 314)” 设 《X， 水，0》 是 一 个 BC- 代数 。 则 下 
列 条 件 等 价 : 
1 ) X 是 结合 的 ， 即 满足 (1) ， 
2 ) 入 关于 运算 闲 是 交换 的 ， 即 满足 (2 ) ， 
3 ) .X 中 定义 一 个 算 子 ， (与 定义 下, 4 .2 一致) 
H, : X—>X, 
} (4) 
X 二 > 0 冰 X， 


则 X 中 的 每 个 元 素 丝 是 算 子 记 , 的 不 动 点 H(z) =z， VzEX， 
尔 即 满足 (3) 。 
证 在 定理 4 和 定理 3 中 我 们 已 证 过 
《3 1) 之 (2) 之 (1)。 
现 设 BCHH- 代 数 (X， 米 ，0) 中 《1) 满足 ， 从 而 它 是 结合 的 
BCI- 代 数 ， 故 满足 (3) 。 Q。 EE. DD， 
下 面 我 们 再 给 出 两 个 BCI- 化 定理 。 
定理 7 ( 注 315) 设 尺 ， 亲 ，0) 是 一 个 BCH- 代 数 ， 且 满足 
”下 列 条 件 ， 对 于 任意 的 4，vEX，、 成 立 
uk (7 水 2) = Vs ， (5) 
则 《<z， 冰 ，0) 是 一 个 BCI- 代 数 ， | 
证 ” 设 z，y，z 是 X 中 的 任意 三 个 元 素 ， 由 也 -3 可 得 ， 
((CZ 水 7y) 沙 (Z 阔 2)) 水 (z 冰 >) 
= 《(X 冰 (zx 亲 2)) 闲 》) 米 (z 冰 >) 
=《(X 灯 (7z 冰 2z)) 炒 (z 冰 》)) 亲 y 
(z 冰 (z 冰 y)) 冰 > 
0 。 
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这 里 用 到 了 (5 ) 和 定理 出 .2 .1 的 〈1) ,这样 BCH- 代 数 《X， 
水 ，0 满足 I-1， 因 此 它 是 一 个 BCI- 代 数 。 Q. 上。D. 
定理 8 ( 注 316) ” 设 (X， 洲 ， 0 > 是 一 个 BCI- 代 数 , 且 满 足下 
列 条 件 ， 对 于 任意 的 xz， 厂 成 立 
v 冰 (4u 冰 (4u 冰 v))= 0， (6) 
则 《<X， 灯 ，0) 是 一 个 BCI- 代 数 ， 
证 因为 (6) 成立， 且 因 为 定理 并 .2.1 的 (1)， 有 
(w 冰 (wu 水 v)) 冰 v= 0， 


由 -2 有 

u 亲 (uv) =v， 
即 有 《5》 成 立 ， 从 而 由 定理 7 可 知 ，(X， 沙 ,0 ) 是 一 个 BCI- 
代数 。 Q.E.D. 


3,.BCH- 代 数 的 BCK- 化 

BCH-- 代 数 在 一 定 的 条 件 下 可 成 为 一 个 BCK- 代 数 ， 而 不 必 
非 要 成 为 一 个 真 BCI- 代 数 。 因 此 我 们 要 引入 下 列 ， 

定义 2 ( 注 317) ”如 果 一 个 BCH- 代 数 具 有 一 定 的 条 件 而 可 证 
明 它 是 一 个 BCK- 代 数 ， 则 称 这 个 BCH- 代 数 可 BCK- 化 ， 或 简 ， 
称 可 直接 BCK- 化 。 一 个 叙述 BCH- 代 数 可 BCK- 化 的 命题 被 称 
为 直接 BCK- 化 定理 。 

一 个 平凡 的 直接 BCK- 化 定理 是 BCH- 代 数 满足 LI1 和 “vz 
”EX，0 <z” 。 把 本 节 中 的 BCI- 化 条 件 结合 起 来 可 产生 许多 直 

接 BCK- 化 定理 。 这 里 不 一 一 效 述 了 。 要 注意 的 是 , 仅仅 “yzc 

”X，0 <z” 这 个 条 件 是 不 足以 保证 一 个 BCH-_ 代数 成 为 BCK_ 代 
数 ,如 例 页 .1. 1 中 的 真 BCH- 代 数 就 满足 这 -一 条 件 ， 然 而 并 不 是 
一 个 BCI- 代 数 ， 


382 


S 4 BCH- 代 数 的 BCL- 部 分 


对 于 一 个 BCI- 代 数 《X， 米 ，0) 来 说 ， 一 定 存在 一 个 包含 在 
其 中 的 最 大 的 子 集 B(X》, 使 (BX) 5 水，0 > 是 一 个 BCK- 代 
数 。B《X》 的 构造 为 


B(X)= {rEX: 0 rr}, (1) 
而 且 我 们 已 经 知道 
{0}CBCOA)CX., (2) 


当 B(X) = XX 时 ，《X， 冰 ，0) 是 BCK- 代 数 ， 当 B(X) = {0} 时 ， 
(Xi 米 ，0》 是 一 个 广义 结合 的 BCI- 代 数 。 所 以 ， 对 于 BCI- 代 
数 的 BCK- 部 分 我 们 已 经 有 了 较 清 楚 的 认识 。 

现在 ， 我 们 要 对 BCH- 代 数 引 入 它 的 BC1I- 部 分 的 概 念 , 且 对 
它 的 一 些 性 质 作 一 些 初步 的 讨论 

1。 概 念 

定义 1( 注 318】 设 《X， 冰 ，0) 是 一 个 BCH- 代 数 。 如 果 ， 

1) 3ACA, 0€A, 

2) 《A; 水 ，0)》 是 一 个 BCI- 代 数 ， 

3 ) 没有 BEX, 使 ACB, 旦 4B; 洲 ，0? 是 一 个 BCI- 代 
数 ， 那 么 称 A 为 (X， 冰 ，0) 是 一 个 极 大 的 BCI- 部 分 ， 记 为 
MBI (X，A》。 入 中 一 切 极 大 的 BCI~ 部 分 作成 的 集合 记 为 
MBI (X) 。 如 果 AEMBI (X) ， 
且 [AI|=sup {|B| : BE MBICX)}, 
则 称 A 为 基数 最 大 的 极 大 BCI- 部 分 。 如 果 A 为 X 的 一 个 基数 最 
大 的 极 大 BCI- 部 分 ， 且 1A1<S 。 则 称 为 最 高 阶 的 极 大 BCI- 部 


分 。 
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这 个 定义 较 长 。 注 意 ， 对 于 一 个 BCH- 代 数 来 说 ， 一 般 不 
存在 按 “ 己 ” 关 系 最 大 的 BCI- 子 集 ， 而 可 能 有 几 个 极 大 的 这 种 
BCI- 子 集 ， 而 它们 彼此 互 不 包含 。 所 以 ,就 这 一 点 而 言 ，BCH- 
代数 的 BCI- 部 分 要 比 BCI- 代 数 的 BCK- 部 分 复杂 得 多 。 

例 1 设 X={0，1，2，3)}。X 中 的 二 元 运算 炒 由 下 表 给 
出 ， 


*| 0 1 
0 


DD 
OO DO pp © | 
= 


0 

1| 1 

2| 2 

3| 3 ， 

则 人 阔 ，0》 是 一 个 真 BCH- 人 代数。 因为 

CC1 炒 2) 沙 (1 阔 3)) 沙 (3 水 2)=(1 洲 0) 沙 0 
= 工 基 0， 

故 它 不 满足 I-1 ， 而 它 满足 H- 1 ，H- 2 和 H- 3 是 容易 验证 的 ， 
我 们 容易 看 出 
Ai={t0，1，2) 是 (Xi 水 ，07> 的 一 个 极 大 的 BCI 一 部 分 

(其 实 , 《A 1!， 冰 , 0 ) 是 一 个 BCK- 代 数 ) ， 

而 A:=(0，1，3)} 也 是 (Xi 水 ,0 > 的 一 个 极 大 的 BCI-- 部 

分 3 : 

， As=(0，2，3)}) 也 是 (Xi 水，07> 的 一 个 极 大 的 BCI- 部 

分 。 
在 (XX， 米 ，0 ) 中 这 三 个 极 大 的 BCI- 部 分 都 是 最 高 阶 的 。 
2 。 一 种 特例 
由 定义 1 我 们 易 知 成 立 下 列 事实 ， 
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定理 1( 生 319) ” 设 (X 水，0)> 是 一 个 BC 也 -代数 ， 对 于 任意 

的 AEMBI (X) ， 有 
{0}CACX, Q.E.:D. (3) 

现在 ， 我 们 来 考虑 一 种 特殊 情形 ， 即 A =X 的 情况 .此 即 《X， 
六 ， 0 > 是 一 个 BCJI- 人 代数。 反之 ， 若 人 %5 水 ， 0 是 一 个 BCi- 代 
数 ， 则 XEMBICX)。 故 我 们 有 下 列 ， 

定理 2 ( 注 320) 设 《X，; 灯 ，0) 是 一 个 BCH- 代 数 。 则 《X， 
冰 ，0) 可 BCI 一 化 的 充 要 条 件 是 XEMBI (X) , 或 等 价 地 ， 
MBICX) = {X) Q.E.D。 

由 此 ， 我 们 易 知 成 立 下 列 ， 

推论 ”一 个 BC 有 -代数 (X， 水 ， 0 ) 是 真 BCH- 代 数 的 充 要 
条 件 是 六 EMBIX)7， 或 等 价 地 ，3AEMBIGCX)， 使 A 六 X〈 即 
A 为 X 的 真子 集 ) 。 、 Q.E.D. 

3。 必 一 个 特例 

《3 ) 中 另 一 个 特殊 情形 ， 即 {0}EMBI (X) 。 此 时 ， 亦 
有 MBICX) = {{0)}。 这 个 情形 说 明 ， 除 了 子 集 (0 }( 和 EX) 满足 
[~-1 外 ，X 的 任何 包含 0 而 不 等 于 (0}》 的 对 六 封闭 的 子 集 皆 不 满 
足 公 理 [- 1 。 对 于 这 种 情形 我 们 引入 如 下 一 个 概念 ， 
定义 2 ( 注 321)】 设 尺 ， 冰 ，0) 是 一 个 BCH- 人 代数, 如果 它 满 
足 : | 

1) |X! 宇 2， 

2) MBICX) = {40}}, 
则 称 人 次， 水， 0 > 为 极 不 BCI- 的 BCH- 代 数 。 

极 不 BCI- 的 BCH- 代 数 显 然 是 真 BCH- 代 数 。 但 是 ， 作 
者 迄今 还 不 知道 这 种 BCH- 代 数 是 否 存 在 。 作 者 在 这 里 提出 下 
列 ， 
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问题 1( 注 322]】 是否 存 企 极 不 BCI 的 BCH- 代 数 ? 
容易 知道 ， 极 不 BCI 的 BCH- 代 数 有 下 列 特 征 : | 
定理 3 ifF3231 设 人 X 水 ，0) 是 一 个 BCH- 代 数 , 且 |X| 宇 2， 
则 《XX， 冰 ，0 > 是 一 个 极 不 BCI- 的 充 要 条 件 是 对 于 X 的 不 等 于 
(0) 的 、 对 运算 水 封闭 的 任意 子 集 A 〈 即 非 平 凡 的 子 代数 ) 总 有 
元 素 rz，y，zEA 使 : 
((Z 洲 y)》 沙 (Z 水 z))》 洲 (> 水 y) 六 0。 Q.E.D. 
(4) 
4 。 注 
本 节 的 最 后 作 几 点 说 明 。 
注 1 对 BCH- 代 数 来 说 ， 一 般 不 说 它 的 BCK- 部 分 。 一 个 真 
BCH- 代 数 (X， 洲 ，0》， 可 以 有 
X={rEX, 0 <r7}), (C5) 
但 它 并 不 是 一 个 BCK- 代 数 。 例 如 本 节 的 例 1 就 有 
0 水 T=0, X=0，1，2，3，, 
但 (X， 冰 ，0 ) 是 一 个 真 BCH- 代 数 。 为 了 方便 起 见 ， 我 们 给 这 
一 类 BCH- 代 数 一 个 定义 ， 
定义 3( 注 324] 如果 BCH- 代 数 (X， 冰 ，0 > 满足 条 件 (5 )， 
即 
YrTEX, 0 冰 z= 0 或 0 二 zx， (6) 
则 称 <X， 炒 ，0 ) 具 有 非 负 性 的 ， 或 简称 非 负 的 。 
例如 ， 本 节 的 例 1 ， 例 页 . 1 . 1 及 例 届 . 1 . 2 ， 缘 是 具有 非 
负 性 的 。 。 
注 2 设 (x 沙 ，0》 是 一 个 BCH- 代 数 ，A,，A,EMBIi 
(X》， 作 为 BCI- 代 数 来 讲 ， 它 们 分 别 有 自 已 的 BCK- 部 分 ， 而 
BCA ,) 与 BC(A,) 不 必 相 等 ， 
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例如 ， 例 1 中 ，B(4D)=4=(0，1，2 )》 了 (A,) = 
A,={0, 1, 3}, B (4 ) =4 =(0，2，3)。 


$5 同 态 、 同 构 和 范畴 


象 BCK- 代 数 和 BCI- 代 数理 论 一 样 ，BCH- 代 数理 论 也 有 它 
的 同 态 、 同 构 和 范畴 等 概念 。 我 们 在 本 市 中 介绍 这 些 概 念 。 

1。 同 态 和 同 构 的 概念 

我 们 有 下 列 ， 

定义 1( 注 325)” 设 尺 ; 冰 ，0 入， 人 人 人，0) 是 两 个 BCH- 
代数 。 如 果 存 在 一 个 映射 f/ : X 一 了 ,使 得 对 于 任意 的 xz，y EX 有 

上 zz 水 y) =r) Af), (1) 

则 称 f 为 X 到 Y 的 一 个 同 态 映 射 ， 是 称 X 和 YY 是 同 态 的 ， 记 为 


X 必 ,在 不 至 于 混 清 的 情形 下 ， 也 可 记 为 XY 或 : XY。 
如 果 同 态 / 是 到 Y 上 的 ， 则 称 / 为 一 个 满 同 态 。 
如 果 同 态 f 是 1-1 的 ， 则 称 /为 一 个 一 一 同 态 . 
如 果 同 态 / 是 1- 1 到 上 的 ， 则 称 /为 一 个 同 构 ， 此 时 称 X 与 


是 同 构 的 ， 记 为 XY， 在 不 致 于 混淆 的 情形 ， 也 可 记 为 闪 社 立 
或 f:X>Y。 

类 似 地 ， 我 们 有 自 同 态 、 自 同 构 等 概念 及 hom<X)> 和 lsom 《X》 
等 记号 。 
例 1 设 X=(0，1，2，3}，X 中 的 二 元 运算 米 由 下 表 
给 出 ; 


wi ~ 己 | 关 
ww LO ~ olsS 
Oooojlr 
oO ow ol 
OLMw ©|lw 


则 (X， 米 ，0 ?是 一 个 BCH- 代 数 。《〈 见 例 机 .1 .1) . 
设 Y= (0，a，pD，c)， Y 中 的 二 元 运算 人 由 下 表 给 出 ; 


人 | aa pb orc 
G6!06 .0608089 
al a 00 a 
b| bec 0 ec 
c| c0 0 0， 


则 人 Y* 人 是 一 个 BC 了 一 代数 《〈 见 例 开 .1。 2 、) 


命 f:X>Y， 使 
0 >0, 1 FF- 一， 2 >a 3 >cC。 
由 于 


f(0*0)=f(0)=0=040=f(0) 人 Af(0), 
f(0*1)=f(0)=0=046=f(0)A4f(1), 
f(0K2)=f(0)=0=014a=f(0)4f(2), 
f(0*3)=f(0)=0=04c=f(0) 人 人 f(3), 
fl(l*0)=f(1)=b=bAi0=f(1)A4f(0), 
fC(1*1)=f(0)=0=b64b6=f(1)Af(1), 
fll*2)=/f(3)=c=bAia=/f(1)Af(2), 
fl1*3)=f(3)=c=bic=f(1) 4/(3), 
1f(2*0)=/(2)=a=a4i0=/f(2)/(0), 
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/1(2 洲 1)=F(0)=0=a 人 p=A2) 人 1)， 
FF(2 洲 2)=A(0)=0=ao 人 =(2) 人 (2)， 
f(2*3)=f(2)=a=alc=f(2)Af(3), 
f(3*0)=f(3)=c=c4i90=f(3) 人 f(0), 
f(3*1)=f(0)=0=cib=f(3)Af(1), 
f/f(3*2)=/(0)=0=cia=f(3)Af(1), 
f(3 六 3)=f(0)=0=clic=f(3)Af(3), 
因此 ，《〈%5 沙 ，0>~《Y5 人 人， 人 ， 
例 2 设 人 (人 沙 ，0> 如 例 1。Z={0，1，2，3)》，2Z 中 
的 二 元 运算 # 如 下 表 给 出 ; 


间 0 1 2 3 
0 0 0 0 0 
1 1 0 1 0 
2 2 0 0 2 
3 3 3 0 0 


多 


则 《4Z #， 0 是 一 个 BCH- 代 数 〈 兄 例 而 . 4 . 1 ) ,但 是 ，<X， 
水 ， 0 > 与 4 #， 0 是 不 同 构 的 ， 请 读者 自行 验证 。 

2 。 关 于 同 态 和 同 构 的 一 些 性 质 

类 似 于 定理 I。12。 1 和 定理 工 。12。 2 ， 我 们 有 下 列 ， 

定理 1 (六 326; 同 态 具 有 反 身 性 和 传递 性 ， 同 构 关系 是 在 一 切 
BC 一 代数 的 类 中 的 一 个 等 价 关 系 ， Q。E。D。 

类 似 于 定理 了 .12. 7 的 证 明 ， 我 们 可 有 下 列 ， 

定理 2 :六 327) 设 f 是 BCH- 代 数 (X， 水，0? 到 BCH- 代数 
《Y， 人 ，0) 的 一 个 辣 态 ， 则 

1) f(0)=90, 
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2 ) zZ 委 y 之 z) f(y)., Q .上 上 上.D。 
定理 3( 注 328) 设 尺 |,， 炒 :，0 是 一 个 BCHH- 代 数 ，<X ,3 
冰 :，0 ,> 是 一 个 (2 ，0 〉 型 的 代数 ， 且 / : X, 一 X, 是 从 X ,到 
和 :上 的 一 一 上 映射， 满足 
f(01)= 0,, (4) 
f(ti*1y1) = f(r1)*k,f (yy 1), (5) 
则 <,， 炒 :，0 :> 是 一 个 BCH- 代 数 ， 因 而 f 是 从 X, 到 X, 上 的 
一 个 同 构 ， 且 入 | 守 入 ,，。 
证 我们 作 下 列 验 证 ， 
1 ) 验证 满足 公理 H- 1 ， 对 于 任意 的 rz:E^:, 由 于 /是 到 上 
的 ， 故 3z,EX,， 使 | 


f(z1) =Z,, 

由 于 \ 人 ,水 1， 0 ,是 一 个 BCH- 代 数 ， 故 
1 水 171= 0 1， 

从 而 f (Ti*171) = f(0.), 


由 《5) 及 (4) 即 知 

zz 水 szs= 厂 z) 沙 :zi) = f(z1*k 1 7) 

=f/(01)=0.,. 
2 ) 验证 满足 公理 只 -2 。 设 z:，y: 是 X* 中 的 任 二 元 素 ， 
. 满足 
Z2 冰 2y2 一 yy 水 ?zz= 0，。 
由 于 j/ 是 从 x+ 到 X: 上 的 一 一 映射 ， 因 此 ,存在 唯一 的 +, 和 yi 满足 
f(x1) = zz， f(y1) = yx。 

Z: 与 y1: 必 须 满 足 

Zi 沙 1y1=y: 水 1zt= 01。 
否则 ， 不 妨 设 。 zi 阔 1y1 夺 0 1:。 那 么 
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0 ,=/(0)Ef(zk1y) = zzD) 洲 :77 
= 工 , 冰 ,Y，， 
这 与 前 面 假设 条 件 矛 盾 。、 这 样 ， 由 于 从， 水 0 ,) 满 足 H~-2， 
从 而 zi = yi， 由 了 是 映射 的 条 件 ， 故 x， = y:。 
3 ) 验证 满足 公理 下- 3 。 设 z:，ys，z: 是 入 :中 任 三 元 素 ， 
则 存在 zi, yi,ziEX,，, 使 rz = fzi)，?， = yi)，zs =f(z1)。 
由 于 从 水 ，0》> 是 BCB- 代 数 ， 故 
(Zi 水 1ytD 冰 121 = (ZI 水 121) 阔 1y19 
由 《5》〉 则 得 ， 
(7Z2: 冰 2yz) 沙 :zz = (Ts 冰 ,2;2) 冰 ,yy,。 
4) 由 1) 一 3) 可 知 ，《X,， 灯 ,，0 ,) 是 一 个 BCH 一 代 
数 . 由 于 /是 一 一 ， 到 上 的 ， 故 /是 一 个 同 构 ， 且 X、X:。 
Q.E.D. 
失 似 于 定理 下 。 1I 。4 ， 我 们 有 下 列 : 
定理 4 \ 注 329) 设 / :X->Y 是 从 BCI- 代 数 (X， 冰 ，0) 到 
BL 于 -代数 人 :5 米 :，0 1:) 上 的 一 个 同 态 映 射 ， 则 (Xu 米 册 
0 ,> 也 是 一 个 BC 六 代数 。 
证 设 zi，yi，2: 是 和 :中 的 任意 三 个 元 素 ， 由 于 三 是 到 上 
的 ， 故 3z，y，z EX， 使 z 
f(z)=7T, f(y)=y1, f(z)=2,., 
因 《X，。 冰 ，0) 是 BCI- 代 数 ， 故 有 
《(z 阔 多 阔 《z 沙 z)) 沙 (2z 阔 y) = 0。 
由 于 / 是 一 个 同 态 、 故 有 
(Ti 水 1870) 冰 1(T1 冰 120)) 米 1(z1 冰 181)=01，。 
从 而 (1， 炒 !:，0 ,满足 I 一 1， 所 以 (XX,， 炒 :，0 ,是 一 个 
BCJI- 代 数 。 Q.E.D. 
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3 。 同 态 的 核 

同 态 的 核 的 概念 是 自然 的 ， 即 下 列 : 

定义 2 ( 注 330】 设 / 是 BCH- 代 数 (X; 冰 ，0) 到 BCH- 代数 
《Y， 人 ， 少 的 一 个 同 态 ， 称 集合 

Ker(f) = {zEX : f(z) =0) 

为 同 态 f 的 核 . 

类 似 于 定理 了.12. 9 的 证 明 我 们 可 有 下 列 : 

定理 5 (六 33) 设 /是 BCH- 代 数 (X， 冰 ，0) 到 BCH- 代 数 
《<Y， 人 ,90> 上 的 一 个 同 态 ， 刘 f 是 一 个 同 构 的 充 要 条 件 是 Ker(f) 
={0}. Q.E.D. 

与 定理 工 .12. 14 的 证 明 相 类 似 ， 我 们 可 得 下 列 : 

定理 6 ( 注 332) ” 设 人 XI 水，0>，(Y 人 ,外 和 (2; 人， 小 
是 三 个 BCH- 代 数 , 且 设 h:X>Y 是 一 个 满 同 态 ,g: X->2Z 是 一 个 
同 态 ， 如 果 Ker (h) 区 ker(g) ， 存 在 唯一 的 间 态 /; YZ， 使 
f . h= og. QE.。D。 

4 ，BCH- 范 团 

我 们 在 第 三 章 $ 1 中 曾 介绍 过 范畴 和 子 范畴 等 概念 。 我 们 可 
有 下 列 结果 ， 

定理 7 ( 注 333) ”一 切 BCH- 代 数 ， 与 BCH- 代 数 之 间 的 一 切 
同 态 、 作 成 一 个 范畴 ， 称 为 BCH- 范 畴 ，BCI- 范 畴 是 BCH- 范 畴 
的 一 个 子 范畴 。 Q.E.D. 

5 。 同 态 不 变性 和 同 构 不 变性 

前 面 我 们 已 多 次 提 到 过 同 态 不 变性 ， 下 面 我 们 给 以 一 个 明确 
的 定义 。 

定义 3 ( 注 334) ”如 果 上 是 一 个 BCH (或 BCL,BCK) -代数 
《XI 水 ，0> 到 BC 下 (对 应 地 ， BCI，BCK) -代数 (Y 和 0》 
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上 的 一 个 局 态 (或 同 构 ) ，p 是 BCH (BCi，BCK) -代数 的 一 
个 性 质 。 如 果 《%; 阔 , 0 > 具有 这 个 性 质 ， 能 证 得 (Y; 人 ,2 也 具 
有 这 个 性 质 ， 则 称 性 质 p 为 BCH (对 应 地 ，BCI,，BCK) 理论 中 
的 一 个 同 态 (或 同 构 〉 不 变性 。 

下 面 我 们 给 出 几 个 同 态 不 变性 ， 还 有 一 些 同 态 不 变性 将 在 以 
后 各 节 上 陆续 给 出 。 

定理 8 ( 注 335) ”可 BCI- 化 的 性 质 是 一 个 同 态 不 变性 。 

证 这 由 定理 4 可 知 。 Q. E. DD, 

类 似 地 ， 易 知 成 立 下 列 ， 

定理 9( 注 338) ”可 直接 BCK- 化 的 性 质 是 一 个 同 态 不 变性 ， 

Q.。E。D. 

我 们 还 有 下 列 : 

定理 10( 注 337) ” 非 负 性 是 一 个 同 态 不 变性 。 

证 设 /是 从 BCH- 代 数 (X 洲 ，0， 到 BCH- 代 数 (Y; 
人 人， 好 上 的 一 个 同 态 映射 。 又 设 (X， 米 ，0 ) 具 有 非 负 性 ( 见 定 
义 几 .4. 3) 。 设 y 是 Y 中 的 任 一 元 素 ， 由 于 f 是 到 上 的 ， 故 37 
ECX， 使 / 《7z) = y,. 因 4， 冰 ，0 是非 负 的 ， 从 而 

0 阔 Z= 0. 
由 于 /是 一 个 同 态 ， 故 
9=f(0)=f (0*z) =f(0)Af 7) =0y, 

从 而 4Y， 人 ,0 也 是 非 负 的 ， Q.E.D. 


S6 子 代 数 


在 BCK- 代 数理 论 和 BCI- 代 数理 论 中 我 们 都 讨论 过 从 一 个 
已 知 的 代数 或 一 族 已 知 的 代数 出 发 构造 新 代数 的 问题 ， 主 要 有 子 
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代数 、 并 代数 、 积 代数 和 商 代数 等 。 在 BCH- 代 数 中 我 们 也 讨论 
构造 新 代数 的 问题 ， 这 一 节 先 讨论 子 代数 . 

1 。 子 代数 的 概念 

类 似 于 BCK- 代 数 的 子 代数 和 BCI- 代 数 的 子 代 数 的 概念 ,我 
们 有 下 列 ; 

定义 1 ( 注 338) BCH- 代数 (X， 炒 ，0) 的 子 集 Y 被 称 为 是 它 
的 子 代数 ， 如 果 《Y， 冰 ，0) 是 一 个 BCH 一 代数 。 

显然 ， 我 们 有 下 列 ; 

定理 1( 注 339) 一 个 BCH- 代 数 《X， 六 ,0 > 的 一 个 非 空子 集 
Y 是 它 的 一 个 子 代数 的 充 要 条 件 是 Y 对 运算 水 封闭 ， 

证 ”类似 于 定理 五 :6.12 的 证 明 . Q.E.D. 

例 1 设 人 以 洲 ，0? 是 一 个 任意 的 BC H- 代 数 ， 则 10》 和 人 入 
都 是 它 的 子 代 数 。 

类 似 于 定义 下 "6。2 ,我 们 可 定义 平凡 的 子 代数 、 真 子 代 数 、 
极 大 子 人 代数、 最 大 子 代 数 、 具 有 性 质 p 的 极 大 子 代 数 等 ， 这 里 不 
一 一 详 述 了 、 

例 2 设 X={(10，1，2，3}》，X 中 的 二 元 运算 水 由 下 表 
给 出 : “ 


| 0 1 2 3 
0| 0 0 0 0 
1| 1 0 1 0 
2| 2 0 0 2 
3| 3 3 0 0， 


则 《X 洲 ，0 是 一 个 BCH- 代 数 。A,={0，1，2}) 是 具有 
BCK- 人 性质 的 一 个 极 大 子 代数 ，A,={0，1，3}) 也 是 一 个 具 

有 BCK- 性 质 的 极 大 子 代 数 ，A ,= {0，2，3} 还 是 一 个 具有 
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BCK- 性 质 的 极 大 子 代 数 。 

BCH- 代 数 的 子 代数 有 下 列 人 性 质 ， 

定理 2 ( 注 340) ” 设 X， 洲 ，0)? 是 一 个 BCEH- 代 数 。 

1 ) 如 果 A, 和 A，, 是 X 的 子 代 数 ， 则 AnA: 是 入 的 子 代数 。 

2 ) 如 果 对 于 a E€ %,，A。 丝 是 X 的 子 代数 ， 其 中 心 ,为 基数 3。 
的 初始 序数 ， 且 

AECACA,C:…CACEC., aEow,, 
则 U{A。，a Ewm,} = A 是 XX 的 子 代数 . 

证 1) 由 于 0€A1，0E€4,,， 故 0E€4, 们 4,。 设 z， 
yEA 站 A4,， 从 而 XY，yEA,，Xz，y E44,。 因 A4,，44, 是 X 的 子 
代数 ， 故 

z*kyE A,, r*yE A,, 
从 而 z 冰 yE A 站 4,。 所 以 41 门 4, 是 X 的 子 代 数 ， 

2) 由 于 0E4， 故 0EA. 设 z YEG4。 则 3Ja， BE ww,, 
使 TEA, yEA,. 

不 妨 设 ae 委 B， 这 样 zE 4. 己 46, 从 而 x?，y 峭 EA4,。 由 于 4 是 X 
的 子 代数 ， 故 

Tx*yE AsC A. 
因此 ，A 是 X 的 一 个 子 代数 。 Q.E.D. 

注 1 1” 2) 中 如 果 ACX， 则 A 是 一 个 真子 代数 ， 从 而 
每 个 如 〈aEo) 也 是 真子 代数 。 

2” 这 个 定理 也 运用 于 BCK- 代 数 和 BCi- 代 数 。 

3。 1 ) 可 推广 为 ，YVaETI，A。 是 (X， 水 ，0 > 的 子 代 数 ， 
则 NA。: a ED) 亦 然 ， 

2 沪 同 态 与 子 代数 的 关系 

类 似 于 定理 年. 6.6 ， 定 理 革 .6.7， 和 定理 有 .6.8 的 
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证 明 ， 我 们 可 有 下 列 结果 : 

定理 3 ( 渡 340) 设 / 是 BCH- 代 数 (X1， 米 :，01) 到 BCH- 代 
数 (X,， 沙 ;，0 2) 的 一 个 同 态 映 射 ， 则 Ker (f) 是 X, 的 一 个 子 
代数 。 Q.:E.D. 

定理 4 ( 注 342) 设 / 是 BCH- 代 数 《(X,， 闲 !，01> 到 BCH- 代 
数 (X,; 沙 *，0 .的 一 个 同 态 映 射 ，S :是 X: 的 一 个 子 代 数 ， 则 
3s,= [S12 是 X, 的 一 个 子 代数 。 QED. 

定理 5 ( 注 343) 设 f 是 BCH- 代 数 (X,， 洲 0 到 BCH- 
代数 (X: 沙 :， 0 :> 上 的 一 个 同 态 映 射 , S, 是 和 :的 一 个 子 代 数 ， 
则 >,= {xz1 EX, ;f(z1) ES,) 是 X 的 一 个 子 代数 。 

Q。E。D。 

下 面 我 们 给 出 一 个 特殊 的 子 代 数 。 

定理 6( 注 344) 设 人 X 水 ，0》 是 一 个 BCH- 代 数 、 若 入 E 
MBI (X), 则 A 是 X 的 一 个 子 代数 。 

Q.E.D. 

定理 7 ( 注 M5) ” 设 / 是 BCH- 代 数 (X ,水 ，， 0.> 到 BCH- 代 
数 ( 久 ,， 米 ,，0 ,> 上 的 一 个 同 构 上 映射， 则 

AEMBI(X,)<>fCAE MBI(X,). (1) 

证 如 果 A =X*,， 则 定理 自 真 . 设 ACX,， 从 而 X, 是 真 
BCH- 代数 。 由 定理 6 ，A 是 X ,的 一 个 子 代数 。 由 定理 4, f [AI 
是 X, 的 一 个 子 代数 。 由 于 A 具有 BCI- 性 质 故 FCA]I 亦 具有 
BCI- 性 质 ( 因 f 是 一 个 同 构 〉)。 如 果 fCAD 在 X, 中 不 是 具有 
BCI- 性 质 的 极 大 子 集 ， 则 有 BE MBI (X,) 使 得 /- :CB 二 A.、 
而 三 "5B] 亦 是 具有 BCI- 性 质 的 子 集 。 这 与 AEMBI (X) 矛 
盾 。 从 而 {CAIEMBI (X,) 。 由 于 f 是 同 构 ， 充 分 性 同样 可 证 ， 

Q.。E.D. 
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3 ， 极 大 子 代数 的 存在 渡 

由 于 定理 2 的 2) 成 立 ， 类似 于 定理 下 .6 .12 的 证 明 ， 我 们 
可 有 下 列 结果 : 

定理 8( 注 346) ” 设 (X; 水，0》 是 一 个 BCH- 代 数 .A(X) 为 
X 的 一 切 真 子 代 数 作成 之 集 ， 如 果 满 足 条 件 


和 一 Ce (X) 去 小 《2 ) 
则 在 承认 选择 公理 的 条 件 下 X 的 每 个 真子 代数 可 扩充 为 X 的 一 个 
极 大 的 子 代数 。 QE.D.: 
4 .遗传 性 


在 BCH- 代 数理 论 中 我 们 也 引入 遗传 性 的 概念 . 

定义 2 ‘和 注 347)】 如果 任 意 的 一 个 BCEH- 代 数 (X， 冰 ，0) 具 
有 一 个 性 质 P， 而 能 证 明 它 的 每 一 个 子 代数 也 具有 性 质 P， 则 称 
P 为 一 个 遗传 性 。 


我 们 在 这 里 给 出 几 个 遗传 性 。 

定理 9 ( 注 348】 ”可 BCTI- 化 的 性 质 是 一 个 遗传 性 。 
Q.E.D。 

定理 10( 注 349) ”可 直接 BCK -化 的 性 质 是 一 个 遗传 性 。 
Q.E.D. 


定理 11( 汪 350]】 非 负 性 是 一 个 遗传 性 。 Q.E.D， 


8$7 并 代数 


与 BCI- 代 数 一 样 ， 我 们 不 能 在 BCH- 代 数理 论 中 如 定理 。 
11。1 那 洋 定义 并 代数 。 但 是 对 于 非 负 的 BCH- 代数 ， 我 们 完全 
可 以 类 似 地 定义 并 代数 。 这 一 节 我 们 对 此 作 些 简单 的 讨论 .。 

我 们 先 有 下 列 ; 
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定理 1 ( 注 351) 设 {(X。， 沙 sy0u》: a ET} 是 一 族 非 负 的 BCH- 
代数 , 其 中 上 是 一 个 非 空 指标 集 ， 如 果 对 于 不 同 的 1，7EI，xXin 
X;= {0}， 其 中 0= 01= 0;， 且 定义 
X=U{X, :aE€l)}, 
7 水 cy， 当 T，yE 同 一 个 XX。， 
> Z 阔 人 = { (1) 
当 z，23 不 属于 同一 个 X。， 
则 《XX ， 米 ，0 是 一 个 BCH- 代 数 ， 称 之 为 这 一 族 非 负 BCH- 代 
数 的 并 代数 。〈 这 一 方法 常 称 为 并 扩张 。) 
证 1) 验证 H-1. 设 zEX,， 则 3aE1l， 使 zEX。， 于 是 
Z 水 2= II 水 az= 0o= 0。 
2 〉 验证 再 一 2 。 设 z，yEX， 且 
zy=y*T= 0 。 (2) 
如 果 z 和 yy 属于 同一 个 Xe， 因 为 (X。 水 。,0.> 是 一 个 BCH- 
代数 ， 从 而 z= y。 
如 有 果 z 和 yy 不 属于 同一 个 X。， 则 
zk 冰 y= 7Z? y》 冰 T= y。 
由 条 件 (2 ) 知 ，z = y = 0 。 这 与 假设 情形 矛盾 。 因 此 这 种 情 
形 不 可 能 发 生 。 
3 ) 验证 再 -3 。 设 z，y，zEX。 
如 采 z，y，z 属于 同一 个 X。， 则 
《z 沙 y) 水 z= (XY 冰 ey) 阔 sz = 《ZX 冰 sz2) 水 sy 
= 《z 阔 z) 水 y。 
如 果 z，y 与 x 不 在 同一 个 义 。 中 ， 即 如 果 zEXe， 则 yE 
XX。，zEX。， 从 而 
(I 冰 y) 冰 2=X= (ZX 闲 z) 冰 yy。 
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如 果 > 和 z 中 仅 有 一 个 与 x 在 同一 个 作 。 中， 不 妨 设 yE 
之。， zEAXAo。， 则 
Zz 冰 ay， Z 阔 sy 关 0， 
{0 0, Zz 阔 sy= 0， 
Z 沙 ay， ZX 冰 ay 大 0， 


0 ， Z 阔 ay= 0 。 


(Z 沙 y) 沙 z = 


Cz*z)*y=z*y={ 


故 总 有 
《Zz 阔 y) 水 z= (Z 水 2) 水 y。 Q。 上 .TD， 

注 1 对 于 一 般 情况 〈 不 必 只 交 于 {0}》) ， 我 们 可 如 同 定理 
IL .11. 2 那样 利用 “ 拆 开 , 等 置 ?的 方法 定义 一 族 非 负 BCH- 代 数 
的 并 代数 。 

下 面 我 们 就 并 代数 举 一 个 例子 。 

例 1 设 和 ={(0，cpbc),X: 中 的 二 元 运算 米 : 由 下 表 给 出 ; 

沙 ; |0 a pc 


0 
a |a 
b 156 
c le 


则 <X,， 六 1， 0 是 一 个 BCH- 代 数 。 又 设 X, = {0， d, es f}， 


水 ， 由 下 才 给 出 ; 
冰 ,10 ad ee ff 
0 |0 0 0 0 
d d 0 0 ad 
e e 上 0 ff 
f If 0 0 0 
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则 《%:， 水,，0》> 是 一 个 BC 一 代数 。 

显然 ，X :和 :都 是 非 负 的 ， 设 人 X; 洲 ，0》 是 《和 六 1 
0 和 (久米 :，0)> 的 并 代数 ， 则 从 = (0, a, 6b, c,d,c, /}， 
而 头 的 二 元 运算 米 实际 上 由 下 表 给 出 ， 


亲 0apbcadge ff 
01: 0 0 0 0 0 0 0 
a a 0 cc a a a 
bi!b 0 0 pb b b&b 
cilece 0 0 0 c ec 5c 
aad dd 4d 0 6¢ dd 
ele e e e f 0 ff 
fif ff /1 0 0 0 


于 在 ， 我 们 来 洁 论 有 关 并 代数 的 一 些 结果 ， 首先 ， 易 知 有 下 
列 ; 

定理 2 ( 注 352) ”一 族 非 负 的 BCH- 代 数 的 并 代数 是 非 负 的 。 

证 设 (X， 冰 ，0) 是 一 族 非 负 的 BCH- 代 数 {《 Xs。， 冰 ss 
0 aE1T} 的 并 代数 。 由 定理 1 知 ，(Xi 六 ,0) 是 一 个 BCE- 
代数 。 设 zz 是 AX 的 任 一 元 素 。 则 存在 aE1l, 使 TEX。。 于 是 ， 
0 米 Z= 0 米 oz= 0。 故 人 ^ 洲 ，0 > 是 非 负 的 。、 Q:E.D、 

注 2 ”由 于 BCK- 代 数 皆 是 非 负 的 BCH- 代 数 故 一 族 非 负 的 
BCH- 代 数 中 可 以 有 BCK- 代 数 ， 甚 至 可 以 全 是 BCK- 代 数 。 显 
然 ， 由 于 一 族 BCK- 代 数 来 讲 ，、 作 为 BCK- 代 数 的 并 代数 与 作为 
非 负 的 BCH- 代 数 的 并 代数 是 完全 一 致 的 。 然 而 ， 我 们 还 有 下 列 
结果 : 

定理 3 ( 注 353)】 ” 设 4(X， 米 ， 0 > 是 一 族 非 和 的 BCH- 代数 
{XXo 水 。。 0:ccl) 的 并 代数 。 如 果 在 这 一 族 BCH- 代 
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数 中 至 少 有 一 个 是 真 BCH- 代 数 , 风 人 XI 炒 ，0)? 是 一 个 真 BCH- 
代数 。 
证 ”由 定理 1 知 、《X;i 冰 ，0) 是 一 个 BCH- 代 数 。 由 条 

件 ， 不 纺 设 Xe。 洲 s， 10。 是 一 个 真 BCH- 代 数 ， 则 存在 x, >， 
zE Xa。 售 

((z 冰 sy) 冰 a(z 六 a2)) 冰 a(z 冰 ay) 尖 0o。 
于 是 ， 在 X 中 有 元 素 rz，y，z。， 使 

《《z 亲 yy) 冰 (zx 冰 2)) 冰 (2z 冰 3 于 0。 
因此 ，〈X 水 ， 0 是 一 个 真 BCH- 代 数 。 Q-.E.D。 

由 这 个 定理 我 们 进一步 可 以 得 到 下 列 ， 

定理 4 ( 注 354) ”对 于 任意 的 基数 a 之 4 存在 基数 为 a 的 非 负 
的 真 BCH- 代 数 。 当 cs< 3 时 ， 基 数 为 c 的 真 BCHB- 代 数 不 存 在 。 

证 ”因为 对 于 任意 的 基数 wc>0， 存 在 基数 ec 的 BCK- 代 
数 ， 我 们 可 以 如 下 来 作 ， 

当 a = 4 时， 我 们 就 取 上 面 例 1 中 的 真 BCH- 代 数 (X,3 
沙 ;，0》。 

当 c>4 时 ， 且 ca 为 有 限 数 时 ， 我 们 取 一 个 x= (a 一 4)+1 
=X- 3 阶 的 BCR- 代 数 ( 基 2 水 07， 使 95，p，cEX， (这 总 可 
以 办 到 ， 只 要 适当 改变 元 素 的 符号 即 可 》， 则 〈X,， 水 ;， 0 > 与 
《XX,， 水 2*0》 的 并 代数 即 为 所 求 的 < 阶 的 非 负 的 真 BCH- 代 数 。 

当 a>4， 且 a 为 无 限 基数 时 ,我 们 任 取 一 个 基数 为 a 的 BCK- 
代数 (X, 冰 ，，0》;>、 使 s，6，ceX。( 同 样 可 以 办 到 )。 则 《X 1， 
冰 1，0) 与 《多 ,， 米 :，0) 的 并 代数 即 为 所 求 的 基数 为 a 的 非 负 的 
真 BCH- 代 数 ， 
”” 当 a< 3 时 通过 直接 计算 可 以 证 明 ,不 存在 基数 为 a< 3 的 真 
BCH-- 人 代数， Qe.E.D。. 
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由 定理 4 我 们 进一步 可 以 得 到 下 列 ， 

定理 5 ( 注 355】 ”一 切 非 负 的 真 BCH- 代 数 作成 一 个 真 类 〈 称 
为 非 负 真 BCH- 代数 类 ) ， 从 而 一 切 真 BCH- 代数 作成 一 个 真 
类, Q se。 Fe。 。 


S88 积 代 数 


BCK- 代 数 和 BCI- 代 数 有 积 代数 的 概念 ，BCH- 代 数理 论 中 
也 有 积 代数 的 概念 。 当 然 ， 利 用 乘积 构造 积 代数 的 方法 是 BCH- 
代数 理论 中 构造 新 代数 的 一 种 方法 。 在 这 一 节 中 ， 我 们 介绍 一 下 
BCH- 代 数 的 积 代数 的 有 关 概 念 和 结果 ， : 

1 。 积 代数 的 概念 

类 似 于 定理 让， 5，1 ， 我 们 有 下 列 结果 ， 

定理 1( 注 356)】 设 人 入 :3 洲 ;，，01> 和 (X 冰 ,，，0;) 是 两 
个 BCH- 代 数 。 命 

X=X, xX,, 

六 : 《ZT1， TX) 亲 (yi y2)= (TI 亲 1y1，T; 冰 1y;)， / (1) 

0=(0,,，0.,). / 

则 《<X， 冰 ，0 > 是 一 个 BCH- 代 数 , 称 为 (Xi 沙 ,，0 和 《(《XX，; 
水 :，0 :> 的 积 BLH 一 代数 ， 在 不 致 于 混淆 时 亦 简 称 为 积 代 数 。 
证 ”只 要 验证 满足 H- 1 ，H-2 ，H- 3 。 分 别 验证 如 下 ， 

1 )》 满足 H-~ 1 。 事 实 上 ， 对 于 任意 的 (z，y) EX， 我 们 有 
(z，y) 阔 (z，y) = (Zz 沙 rz，y 阔 1y) = (01, 0,)=0., 
2 ) 满足 H- 2 。 事 实 上 ， 如 果 
(zi，y1) 水 (zi，ys)= (zi，ya) 阔 (zi，yi)=0 
= (0,，0;) ， 
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由 〈1) 则 有 
(Zi 六 1T2991 亲 272)= (7Zz 阔 12 7 水 1y1)=0 
= (0;，0:)， 
改 有 
Tl 冰 1T =I 冰 171= 01， 
y1 沙 zyz=Jyz 水 2y1= 0 1:。 
由 于 (Xi 沙 :，0 和 (和 水 :02 都 是 BCH- 代 数 , 故 zi = zs， 
yi1=yr。 所 以 (zi，7yi) = (zy2)。 
3 ) 满足 下 -3 。 设 z: = (zi，yi)，zsz=(rzi， ys)， 
zs = (zs，ys) 是 X 中 任意 三 个 元 素 。 我 们 作 下 列 计算 : 
《zi 阔 zz) 沙 zs=((Ti、yi) 水 (Za ya2)) 水 (人 Zs，y3s) 
= 《Ti 冰 1T2， YI 水 ?yz) 水 (zs ys) 
=(〈((Zi 沙 172) 冰 1zs， (7 水 :yz) 水 :ys) 
=(〈(zi 水 17s) 水 1zz， (71 水 :ys) 水 :7y2 
= (ZT1 沙 17s，y1 水 :ys) 水 (zz 水 ya:) 
=((zi，y1i) 水 (zs ys)) 水 人 Z2， ya2) 
= (2z1 冰 zy) 阔 zs。 QE.D. 
用 数学 归纳 法 我 们 可 以 建立 任意 有 限 个 BC 一 代数 的 积 代 
数 。 更 一 般 地 ， 我 们 有 下 列 ， 
定理 2 ( 注 357} 设 《Xo 水 0 (aE€1) 是 一 族 BCH- 代 
数 ， 其 中 工 是 指标 集 。 设 人 =II{(X。: a E11} 是 一 切 上 映射 f : 1->U 
(X。: a El) 的 集合 ,使 得 f(a) EX。。 对 于 任意 的 /,gEX, 定 义 
1 冰 g 为 ， 
(f*g) (a) =f (a)x*ag (a) ,va€l, (2) 
且 
0 (a) = 0。 vaE€), (3) 
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则 (X， 米 ，0 是 一 个 BCH- 代 数 ， 称 为 这 一 族 BCH- 人 代数 的 积 
代数 。 
证 ”我 们 分 别 验 证 于 下 : 
1) 满足 H- 1 。 设 /是 X 中 的 任 一 元 素 ， 则 对 于 任意 的 a 
EI， 有 
(f*f) (a)= Fa) 阔 sf(a)= 0s.= 0 (a), 
故 f 冰 f = 0。 z 
2 ) 满足 HH-2 。 设 /，g EX， 满 足 
f*g=gx*f = 0 。 
则 对 于 任意 的 a El 有 
(fA*g) (a) = (g*f) (a) = 0 (a)， 
故 
f (a)*ag (a)= 9g(a) 六 oj (a) = 0 (a) = 0。。 
由 于 《Xo 水 0 oe 是 一 个 BCH 一 代数 ， 故 
f(a) = g(a), VaE€El. 
因此 ，f = g. 
3) 满足 HH 一 3 。 设 /，9，j 是 入 中 任意 三 个 元 素 。 对 于 任 
意 的 aE1l， 由 于 《Xo， 亲 。，0 ?是 BC 下- 代数 、， 则 有 
((f *g)k*h) (a) = (f (a) kx*a9 (Qa)) 水 sg (a) 
= (f (a) 六 pa)) 阔 sg(a) 
=(〈(F 沙 及 水 9) (a)。 
故 有 
(F 沙 9g) 阔 产 =(F 炒 站 水 9g。 Q:E.D. 
2 。 可 积 性 和 道 可 积 性 
下 列 定义 给 出 BCH- 代 数理 论 中 可 积 性 和 道 可 积 性 的 概念 。 
定义 1\ 注 358 设 人 水，0) 是 任意 的 族 BCH- 代数 
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{<Xo， 站 se，。 0 o》: a ED 的 积 代数 ， 设 P 是 BCH- 代数 的 一 个 性 
质 。 如 果 每 个 (X。， 冰 。，0s) 具 有 性 质 了 ， 可 证 积 代数 (X， 六 ， 
0) 也 具有 性 质 P， 称 P 为 一 个 可 积 性 。 反 之 ， 若 积 代 数 (X， 阔 ， 
0) 具 有 性 质 P， 而 可 证 明 每 个 BCH- 代数 (Xa， 冰 。。 0。》 也 具有 
性 质 P。 则 称 P 为 道 可 积 性 . 

类 似 于 定义 下 " 5 . 2 ， 我 们 可 有 可 数 可 积 性 〈 逆 可 积 性 ) 和 
有 限 可 积 性 〈 逆 可 积 性 〉 等 隋 念 ， 这 里 不 再 重复 ， 


我 们 有 下 列 可 积 性 和 道 可 积 性 ， 
定理 3 (#is59) ”可 BCI- 化 的 性 质 是 一 个 可 积 性 ,也 是 一 个 逆 
可 积 性 。 QE.D. 
定理 4 (入 80) ”可 直接 BCK- 化 的 性 质 是 一 个 可 积 性 ， 也 
是 一 个 道 可 积 性 ， Q.E.D. 


定理 5 ( 注 361) ” 非 负 性 是 一 个 可 积 性 ， 也 是 一 个 逆 可 积 
性 ， Q.。 E. D. 
定理 6 L 注 362) “是 真 BCH- 代 数 ” 的 性 质 是 一 个 可 积 性 。 
Q.E.D. 
我 们 可 给 出 比 定理 6 更 一 般 的 结果 ， 并 且 作 为 一 个 例子 ， 我 
们 较 详 细 地 给 出 它 的 证 明 ， 即 下 列 ， 
定理 7 ( 注 363] ” 设 (XI 沙 ，0)》 是 一 族 BCH- 代 数 {(Xo。 
六。，0a2: wxE 直 的 可 代 数 。《〈X 水 ，0) 是 一 个 真 BCH- 代 数 的 
充 机 条 件 是 存在 cEI， 使 (X。， 水 。。0。 是 真 BCH- 代 数 ， 
证 “<”。 由 于 《X。 水。 0 是 一 个 真 BCH- 代数 ， 故 
存在 z 中 的 三 个 元 素 rs，ya，zu， 使 . 
《(za 沙 sya)》 水 se 《za 沙 aza) ) 阔 s〈za 阔 sya) 六 0u。 
(4) 
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Xa, p=a ya b=a, 
f (p= gp ={ 
“08, a, ‘08s pa, 
CS p=a, 
hp) =1 
06p6， pa, 


则 /，g，hEX， 由 于 《4 〉 因 而 
((f 六 9) 冰 (f 冰 站) 冰冰 g) 二 0.。 (5) 
故 (X， 水 ，0) 是 真 BCH- 代 数 . 
“=>”。 由 于 CX， 冰 ，0) 是 一 个 真 BCH- 代 数 ， 故 存在 f， 
g，hEX， 使 (5) 成 立 ， 从 而 3a El1, 使 
((f (Q) 冰 .9 (0) 六 f(a) kh(a))) 冰 (h(a) 冰 .g(a)) 
0,, 
故 (X。， 水 。，0。 是 一 个 BCH- 代 数 。 Q.E.D， 
3 。 积 代数 的 子 代数 
关于 积 代数 的 子 代数 ， 类 似 于 定理 于 ， 6 。10 的 证 明 ， 我 们 
有 下 列 结果 ; 
定理 8 ( 注 3864) 设 (Xi 水 ，0) 是 一 族 BCH- 代 数 {《X。s 
米 。 0 :acETI} 的 积 代数 。 则 有 
1 ) 若 A 是 X 的 子 代数 ， 那 么 对 于 任意 的 a EJ 


A.= {f(a) :f/f EA) (6) 
是 X。 的 一 个 子 代 数 . 
2 ) 若 Ac 是 X。 的 一 个 子 代数 ，a E1, 那 么 A=I{A。: aE€El} 
是 入 的 一 个 子 代 数 。 Q.E.D. 


类 似 于 定理 下 .6 "11 的 证 明 ， 我 们 有 下 列 ， 
定理 9 ( 注 355) 设 (X，; 冰 ， 人 是 一 族 BCH 一 代数 { 《Xo3 
米 。，0a>: a ED 的 积 代数 。 则 有 ， 若 A 是 X 的 一 个 极 大 (最 大 ) 
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A,= {f (0):f EA} Xo 
是 ,的 一 个 极 大 (最 大 〉 的 于 代数 。 Q.E.D. 


989 理 想 


K 。1séki 在 BCK- 代 数理 论 和 BCI- 代 数理 论 中 引入 了 理想 
概念 。 这 一 节 中 我 们 在 BCH- 代 数理 论 中 也 引入 理想 的 概念 ， 并 
对 之 作 一 些 初步 的 讨论 。 

1 。 理 想 的 概念 

类 似 于 BCK- 代数 和 BCI- 代 数 的 理想 概念 我 们 有 下 
列 ， 

定义 1( 注 866) ” 设 (X 水 ，0> 是 一 个 BCH- 代数 。 关 的 一 
个 非 空 子 集 A 被 称 为 一 个 理想 ， 如 果 它 满足 : 

0€A, (1) 
ZEA，y 六 ZEA 人 >y6EA，。 (2) 
”人 例 1 对 于 任意 的 BCH- 代 数 (X， 水 ，0)，{0) 和 X 都 是 这 
个 BCH- 代 数 的 理想 。{0} 被 称 为 它 的 平凡 想 理 。 

定义 2 ( 注 367) 如果 BCH- 代 数 (X， 冰 ，0) 除 了 {0} 和 六 外 
没有 其 它 的 理想 ， 那 么 称 它 为 单 BCH- 代数 。 否 则 ， 称 为 非 单 
BCH-~- 代 数 。 单 代数 又 被 称 为 具有 单 性 的 ， 

例 2 设 X={0，1}，X 中 的 二 元 运算 水 由 下 表 给 出 ， 
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则 《Xi 米 ，0> 是 单 BCH- 代 数 。 〈 且 是 一 个 BCI- 代 数 。) 
例 3 设 X= (0，1，2，3}，X 中 的 二 元 运算 洲 由 下 表 
给 出 ， 


六 10 1 2 3 
0 10 0 0 0 
1 |1 0 3 3 
2 |2 0 0 2 
3 |3 0 0 0 ， 


则 《<X， 冰 ，0 > 是 一 个 真 BCH- 代 数 ， 且 具有 单 性 . 
例 4 设 X={0，a,，b,，c,，d，e，f}，X 中 的 二 元 运算 水 
由 下 表 给 出 ， 


*, 0 obecd ef 
0 0 0 00000 
dad! a 0 crec a a a 
bb00bbbob 
cI cc 0 0 0 c CC 
didd ddo0o0d 
el eerere :of 
Fl 上 AAAF000 ， 


则 (X， 沙 ， 0 是 一 个 真 BCH- 代 数 〈 见 例 玛 . 7 。1 )。 它 不 是 单 
的 ， 因 
Ai,= (0, a, b, c}, A,={0, d, e, f} 

丝 是 它 的 理想 ， 

象 A!，A ,这 样 的 理想 ， 类 似 于 定义 页 .8 .3, 我 们 有 下 列 : 

定义 3 ‘ 注 368; BCH 一 代数 《六 ， 米 ，0 ) 的 一 个 理想 A 如 果 
是 X 的 一 个 真子 集 ， 则 称 之 为 一 个 真理 想 ， 
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我 们 还 有 下 列 ， 
定义 4 ( 注 559) ”BCH- 代 数 ( 义 ; 六 ,0) 的 一 切 理想 作成 :的 集 


合 记 为 ID (X) 。 
我 们 有 下 列 事实 ， 
IDOOEP(X), | 0 
2 <IID(X) |<IP(X) 1. 《4) 
例 2 和 例 3 说 明了 (中 第 一 个 不 管 号 申 可 雇 取 得 管 号 3 六 到 有 清 
IID(X)|=2 


足 的 真 BCH-~ 代 数 《X， 米 ，0〉 (如 例 3 ) 。 对 于 〈4 ) 中 的 第 二 
个 不 等 号 ， 我 们 已 证 过 ， 存 在 BCK- 代 数 或 真 BCI- 代 数 ， 使 ， 
(ID OO 1 = 1P OQO1. (5) 

那么 是 否 存在 真 BCH- 代 数 满足 (5 ) 呢 ? | 
这 个 问题 的 回答 是 肯定 的 ， 我 们 有 下 列 结果 ， 
定理 1 ( 注 370) 存在 一 个 真 BCH- 代 数 (X， 冰 ，0), 使 
(5 ) 成 立 。 | 
证 了 到 定理 下。8 .1 证 明 中 构造 的 基数 为 全。 的 BCK&- 代 数 
《X11 水 10， 它 满足 
IIDCXDIL=IPGXDI。 《6) 
我 们 取 例 3 中 的 真 BCH- 人 代数 为 (区 沙 :，03。 然 后 我 们 
用 并 扩张 的 方法 构造 一 个 新 的 BCH- 代数 人 (X， 水 ，0>。 则 人 以 3 
米 ，0 > 满足 要 求 。 
事实 上 ，(X， 炒 ， 0 是 一 个 真 BCH- 代 数 ， 且 
iIXI=1X.UX,|I=|1A.|=% 
此 外 1PCX)I}=1P(X1)| =1ID(X 7DGX)| 
POCO (00) 
从 而 《5) 成立， Q.E.D， 
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注 1 〈7 ) 中 的 第 一 个 不 等 号 成 立 是 用 到 了 这 样 的 一 个 事 
实 : 若 人 ^; 冰 ,0) 是 一 族 非 负 的 -BCH- 代 数 (sj 外 .0 : -aE 
的 并 代数 ， 池 么 对 于 任意 的 a EI，《X。， 米 。， 0 的 每 个 理想 千 
是 尾 ! 区 ,0 的 理想 。 这 一 事实 我 们 在 本 节 定 理 10 扒 论 中 给 出 。 

注 2” 为 了 清楚 起 见 ， 我 们 有 必要 具体 地 给 出 定理 1 的 证 明 
中 构造 的 真 BCH- 代 数 人 人 洲 ，0>， 即 下 列 ，， 

1 例 5 设 X=s{(0，a ai ao …)》 是 一 个 可 数 集 ， 在 
X ,中 建立 一 个 序 关 系 ， . 

< ns 1 二 1，2，…， a; 与 go 不 可 比较 ，5SJ 

则 ( 心 ;， 委 ) 是 一 个 半 序 集 。 在 X 中 定义 一 个 二 元 过 得 米 :如 下 ， 


0 ,I<y, 
oy .否则 


则 <X,， 六 ,40) 是 一 个 BCK- 代 数 ，' 且 17D(X 1)1 341P(X,， 7) 
2 Mi . 
我 们 开具 体 地 给 出 CX ，， 不 0 > 的 乘法 表 ， 


a 六 1 | 0 - a G4, da, se a, 


i 


: a a! 0 al a Qi 
Za d,. 0, 0. d, ”好 3 
Cs as .4s 4 0 Ca 
兽 是 和 
条 LF 
和 
a Gn Gs 0 Gs 0 
娄 要 要 内 要 志 
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我 们 再 取 一 个 四 阶 的 真 BCH- 代数 ， 设 X， 0 Ci， Ca 


cs}。 穴 :中 的 二 元 运算 米 : 由 下 表 给 出 ; 


*， 0 cc! c, cs 


0 0 :0 0 0 - 
C1 Cl 0 cy cy 
C, ec, 0 Cs 
Cs ca 0 0 


则 《<X,， 炒 ,，0 > 是 一 个 真 BCH- 代 数 。 
设 (X; 阔 ，0》> 是 (5 水， 


0> 和 《XX，,， 冰 ,， 0 的 并 代 


数 ， 则 尺 ， 米 ，0). 是 一 个 真 BCH- 代 数 ， 晶 满足 1ID (X) | = 


iIiP(X)1， 而 (六 ， 0 ) 的 乘法 天 为 ， 


0 0 0 0 0 0 

4, a1 .0 a a a 

a, G, a, 0 a, a, 

a, as a a, 0 a, 

。 

'. ces er rs ‘et 

de | bn adn: 0 da oo 10 

ve Ce 
. oo 
。 。。。 

C1 CC 0 

C， c, Cy cs Cs er Cs» os 
Cs Cs C3 Cs Cs … es 


a 
ci Cs 
' ee 
Cl Qi 
da, Qa, 
1- 
ss 


: Cs 1 ‘On. i 站 


bi hs 
人 
图 D i 
~ a 
Cs. Cs 
C2 
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这 样 ， 我 们 实际 上 得 到 了 下 列 ， 

定理 2 ( 注 371) ”存在 基数 为 S 。 的 非 负 的 真 BCH+ 代 数 满足 
(5) 。 Q.E.D. 

由 例 3 及 定理 1 和 定理 2 我 们 可 有 下 列 ， / 

定理 3 ( 注 372) ”对 于 任意 的 BCH~ 代数 《X， 冰 ，0) 成 立 : 


2 IID(X)|<IP(X)|. (4) 
存在 真 BCH- 代 数 使 (4 ) 中 的 不 等 号 分 别 成 为 等 号 。 
Q.E.D. 7 
。 理 想 的 性 质 . 


BCH- 代 数 的 理想 有 以 下 一 些 主要 性 质 。 i 
定理 4 ( 注 373) 设 A 是 BCH- 代 数 《X， 水 ，0) 的 一 个 理想 ， 
rE A，y<rz， 则 yEA， 从 而 初始 段 
4(z) ={yE 和 :yy<z CE 《08)》 
证 ”类似 于 定理 I 。 8 。 3. : : 
 Q.:E.D. 
推论 (sr0 A = U (A(z)， "EA A 是 CX， 米 ，0) 的 一 
个 理想 。 
QQ.E.D.(9) 
显然 BCH- 代 数 的 理想 不 必 是 子 代数 ， 而 子 代数 也 不 必 是 
理想 。 读 者 可 自行 列举 真 BCH- 代数 的 例子 。 我 们 当然 对 皆 是 
理想 又 是 子 代数 的 子 集 感 兴趣 ， 对 于 这 种 子 集 ， 类 似 于 定义 于 ， 
4。3 ， 我 们 引入 下 列 ， 
定义 5 ( 注 375) 设 (X 沙 ，0)7 是 一 个 BCH- 代数 ， 如 果子 
集 A 刁 XX 丝 是 理想 ， 又 是 子 代 数 ， 则 称 之 为 理想 子 代数。 X 的 一 
切 理想 子 代数 作成 的 集合 记 为 IDS (X)，。 
显然 ， 对 于 任意 的 BCH- 代 数 (X， 冰 ，0) 总 有 
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(0} EIDS(X), XEIDS(CX),. (10) 
故我 们 有 下 列 ， AR 
定理 5( 注 76) 设 尺 ， 米 ，0) 是 一 个 BCH- 代 数 ， 则 
$IDS(X)EID(X)EP(X),. QE.D. 
(11) 
对 于 理想 子 代数 ， 类 似 于 定理 古 。8，$6 的 证 明 ， 我 们 有 下 
询 ， 
定理 6 : 注 3?77) ” 设 (X， 洲 ，0?> 是 一 个 BCH- 代 数 ， AEIDS 
(s), DEA, 风 D 是 的 一 个 理想 的 充 要 条 件 是 DD 是 A 的 一 个 理 
想 。 QE. D 。 
闫 似 于 定理 于 "8。7 的 证 明 ， 我 们 有 下 列 : | 
定理 7 ( 注 78) ” 设 (X， 水 ，0》 是 一 个 BCH_ 代 数 。 4xgy 世 
ID(X),。 则 由 EID(X)。 
Q : 上 。D ， 
由 定理 7 和 注 页 ' 6 .4 ，3" 我 们 有 下 列 ， 
推论 ( 注 378): 设 (X5 水 ，0>》 是 一 个 BCH- 代 数 ， $8 
CIDS(X)》， 
则 Ng ELDS(X). QE.D. 
对 于 同 态 ， 我 们 有 下 列 结果 《证 明 类 似 于 定理 下 . 8。 8) 
定理 :8.( 主 380) ” 设 / 是 BEH- 代 数 (Xi 水 ，0> 到 BCH-. 伐 数 
《Xi1， 水 罗 0 ?的 一 个 同 态 映射 则 er(/) 是 关 的 一 个 理想 必 
z . QeE。Dw: 
更 一 般 地 ， 关 似 于 定理 e's 9 的 证 明 ， 我 们 有 下 列 ， 
定理 9 ( 注 381) 设 f 是 BCH- 代 数 (X， 冰 ，0) 到 BCH- 懂 数 
人 9 水 0) 的 一 个 同 态 。 如 果 Ai 是 X, 的 一 个 理想 ， 期 广 : 
(4 是 和 的 一 个 理想 。 Q。 下 .D。 六 


人 


和 3 


对 于 并 代数 的 理想 ， 我 们 有 下 列 ， 

定理 10( 注 3882)” 设 XX， 六，0) 是 一 族 非 负 的 BCH- 代数 
{XXa 六 ,0o) :a ET} 的 并 代数 四 

1 ) 如 果 对 于 住 意 的 &，4 是 Z 的 一 个 理想 ， 则 和 = U {4。 
:aE 了 1 是 无 的 一 个 理想 。 

: 2 ) 如 果 A 是 X 的 一 个 理想 ， 则 Ya EI，A。= A NX。 是 X。 的 
一 个 理想 ， QE. D 。 

我 们 有 如 下 显然 的 推论 ， 

. 推论 ( 广 383) ” 设 人 XI 水 ，0) 是 一 族 非 负 的 :BCH- 代 数 {(Xo 
阔 。，0o) :a ED 的 并 代数 。 则 YE ACX。 是 X。 的 理想。 A 


是 X 的 理想 | < 
oe : 瞎 (> 四 , : 命 人 | tf | 机 
“tA, OO=a， 四 四 
Ao1{ 
(07 ba, , 
则 As(B ED 是 Xp 的 理想 。 故 A = U (Apy: BEH 是 X 的 理想 ， 据 
定理 10 的 1 )，。 i 


“<e” 。 由 定理 10 的 2 ) 即 知 。 , QE.D. jp 


注 3 ( 注 384) 三 显然 ; 这 全 推论 对 于 思 CK- 代数 亦 真 .我们 
不 再 列 出 对 应 的 命题 了 。 对 于 积 代数 相似 于 定理 Ei'8 “3 的 证 
明 我 们 有 下 列 ;.… 0 Um 
定理 11( 注 385) ” 设 尺 ， 沙 ， 0) 是 一 族 BCH-~ 代数 Oo 
冰 。，0o) :a 外 的 积 人 代数。 车 对 于 得 个 a ETJ，A。 是 X。 的 一 
想 理 ， 风 A =IL(4o:aeE1ly 是 文 的 一 个 再起 。Q .EE .De 
`“ 填 4 定理 9 一 11 中 ， 把 “理想 ?一 字 的 成 “真理 想 2. 的 话 
当 命题 也 战 立 。， i 
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3 。 由 于 A 集 生成 的 理想 

定义 6: 注 386) 设 A 是 BC 了 -代数 (和 水 ， 0) 的 一 个 非 空 

1 ) 记 包 含 A 的 一 切 理想 的 集合 为 ID (X，A)， 

2 ) 称 ID(X， A) 中 按 “ 刁 ” 次 证 的 最 小 元 为 由 从 生成 的 理 
想 ， 记 为 (A]。 二 

类 似 于 定理 下 。8 . 11 的 证 明 ， 我 们 有 下 列 ; 

定理 12( 注 387) ed 水 ，0) 是 一 个 BCH- 代 数 , ACX，A 
非 空 ， 则 ID(X，A) 非 空 , ' 且 

(= NID(X, 4). QE.D. (12) 

类 似 于 定理 甘 . 8 ,12 的 证 明 ， 我 们 有 有 下列， 

定理 13( 注 388) ” 设 M 是 BCH- 代 数 (X， 水，0》 的 一 个 子 
集 ， 则 唯一 地 存在 包含 M 的 最 小 理想 CM]， 且 命 M* = MUt0}, 
则 ~ 
MI {EX :da EM Crka) ck) ka 
= 0)。 (i3) 

:关于 理想 的 几 个 概念 
天 内 于 BC 代数 有 有关 更 想 的 吉 梳 信 ， 我 们 有 下 询 板 敌 ， 
定义 7 (让 389) ” 设 (X， 六， 人 0 是 一 个 BCH- 代数 。 一 个 非 
空子 集 A 刁 X 被 称 为 一 个 关联 理想 ,如 果 0EA, 和 且 -| 

(y 水 办 水 zEA， zx 冰 >EA>y*z EA, (14) 

例 6 “ 设 (X) *， 中 是 任意 的 一 个 BCH 一 代数 ， 则 是 它 
的 一 个 关联 理想 ， 
”类 似 于 定理 了 . 8 . 7 的 证 明 ， 我 们 有 下 列 ， 

定理 14( 注 ?90) ” 设 (X， 米 ，0y 是 -- 个 BCH- 代数 。 则 XXX 的 
任何 关联 理想 是 一 个 理想 ， Q.E.D. 
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定义 8 ( 注 391) ” 设 (X 米 ,0) 是 下 个 BCH- 代 数 。X 的 理想 
A 被 称 为 极 大 的 ， 如 果 它 满足 : 

1 ) A 是 一 个 真理 想 。 

2 ) A 不 是 X 的 任何 真理 想 的 真子 集 。 z 

本 节 中 有 些 结果 由 “理想 ”二 字 政 成 “ 极 大 理想 ”， 适当 改 
变 一 下 语句 ， 那么 适当 的 命题 仍 成 立 。 这 一 把 留 给 读 者 作 为 练 
习 。 


810 非 负 的 BCEHL 代数 


在 前 面 几 节 中， 我 们 曾经 定义 了 非 . 负 的 BCH- 代数 ， 并 得 
到 过 非 负 BC 日 -代数 的 一 些 初步 的 结果 。 在 这 一 节 ， 我 们 对 非 负 
WR 代数 再 作 一 些 讨论 、 
.概述 

入 站 和 在 这 时 复习 下 非 负 的 BCH- 代数 的 概念 和 已 有 的 
一 此 结果 。 … 

定义 于。4 。3 给 出 了 非 负 的 BGH- 代 数 的 概念 。 .如 果 一 个 
BCH- 代 数 《X， 冰 ，0) 满 足 。 
: VzEX, 0 水 z=0 (或 0<z) ， y C1) 
则 称 它 是 非 负 的 。 和 

我 们 已 经 得 到 了 非 负 的 BC 日 一 代数 的 一 些 性 质 ， 例如 : 
“定理 且 。5“。10 指 出 ， 非 负 性 是 -个 同 态 不 变性 。 

定理 由，6 。11 指 出 ， 非 负 性 是 一 个 遗传 性 。 四 

定理 亚 ，7 。1 给 出 了 一 族 非 负 BGH- fg 并 人 数 风 
念 ， 并 指出 这 个 并 代数 也 是 BCH- 代数 。 定 理 王 。7 。2 进一步 
指出 了 这 个 并 代数 也 是 非 负 的 ， 
416 


定理 年 ,"? 了 .4 给 出 本 非 负 BCH- 人 代数 类 的 基数 问题 的 一 
1 答对 于 任意 的 基数 a 之 4, 存在 基数 为 < 的 非 负 的 真 BCH- 人 
下 当 a< 3 时 ， 鞭 数 为 a 的 真 BCH- 代 数 不 存 在 ， 进 而,， 定理 
出 。7。 “5 对 非 负 了 <- 代数 的 误 类 问题 给 出 了 肯定 回答 ， 期 一 
切 非 负 的 真 BCH- 代 数 作成 一 个 真 类 。 我们 以 后 了 为 非 负 的 丰 
BCH- 代 数 类 . 1 
定理 出， 8 “5 指出 ， 非 负 性 是 一 个 可 积 性 ， 也 是 一 个 道 可 积 
性 。 
定理 性 9， 2 指出 ， 存 在 基数 为 个 的 大 的 真 BCHL- 检 娄 ， | 
TDCX) =1IPC)。 2 
而 例 仙 ， 9。 “3 则 说 明了 ， 存在 非 员 的 真 BCEHT 代数 ， 具有 单 性， 
即 满足 人 
IID(X)! = 2. : (3) 开 
定理 出. 9 。 10 还 给 出 了 关于 一 族 非 负 的 BOE? 代数 的 并 代数 
和 和 的 一世 缚 和 ， 
。 几 个 简单 性 质 
ii 和 4 月 本 大学生 人 了 和 人 
BCH- 代 数 的 下 列 特征 : 下 
定理 1 一 个 BCH- -代数 〈X， 水 ， 0 是 非 负 的 当 且 仅 当 它 
满足 
(Z 水 JJ) 水 Z= 0，VZEX。 (4 ) 
证 必要 性 。 因 有 
(Z 沙 多 ) 水 Z= (zx 冰 7) 冰 y=0 冰 y=0。 
充分 性 。 对 于 任意 的 yEX， 任 取 zxEX 有 
0 炒 y = (z 冰 z)x*y= (z 冰 y) 冰 z=0。 
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故 关 是 非 负 的 。 z Q'E'D' | 
黄 泰 安 还 得 到 下 列 ， | 
”定理 2 非 负 BCH- 代 数 的 每 个 极 大 BCI- 部 分 都 是 se, 

代数 。 

证 因为 具有 非 负 性 的 BCI- 代 数 皆 是 BCK- 代 数 ，、 故 得 

证 。 Q.E.D， .| 
” 这样， 我 们 就 知道 了 ， 在 例 出 .4 。 1 中 给 出 的 BCH- 代数 是 

一 个 非 负 的 真 BCH- 代 数 ， 其 三 个 极 大 的 BCI- 部 分 实际 上 都 是 

BCK- 代 数 〈 在 原来 的 水 和 0 下 ) 。 

3 、 真 子 类 问题 
我 们 前 面 已 经 解决 过 非 负 真 BCH-~. 代数 类 的 真 类 问题 和 基 

数 问题 。 我 们 还 应 当 解决 它 的 真子 类 问题 . 我 们 来 作 一 些 讨论 。 
第 一 个 问题 . 非 负 真 BCH -代数 类 是 否 BCH- 代 数 类 的 真子 

类 ? 

六“ 这 个 问题 的 回答 是 肯定 的 ， 我 们 有 下 列 ， 
定理 3 ( 福 3%21) ” 非 负 真 BCH- 代数 类 是 BCH- en 真 于 

类 . z 了 

证 显然 ， 韭 负 真 BCH- 代数 美 是 BCH- 代 数 半 的 一 .个子 

类. 由 于 下 面 的 例 1 ， 我 们 知道 ， 和 外 RCH 代数 关 有 RCH 


代数 类 的 一 个 真子 关 , oa 1 Q "DD. i 
例 1 没 X= {0， 直 ，X 中 的 一 元 入 算 炒 由 下 表 给 出 : 
六 | 0 1 
0 0 1 i ax 


则 CX， 半 ，0) 是 一 个 窒 BCI- 代 数 ， 因 而 是 一 个 BCH- 代数 ， 但 
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它 不 具有 非 负 性 ， 因 


0 洲 1= 1 大 0。 
第 二 个 问题 。 非 负 的 真 BCH- 代 数 类 是 否 非 负 BCH=- 代 : 数 头 


的 真子 类 ? 非 负 BCH- 代 数 类 是 否 BCH- 代 数 类 的 真子 类 ? 


这 个 问题 的 回答 是 肯定 的 ， 我们 有 下 列 ， 

定理 4 :六 ?3) ” 非 负 的 真 BCH- 代数 类 是 非 负 BEH~ 代数 
类 的 真子 类 ， 非 负 BCH- 代数 关 是 BCH- 代数 类 的 一 个 真子 
类 ， 

证 由 于 BCK- 代数 是 非 负 的 BCH- 代数 ， 但 不 是 真 BCH- 
代数 ， 故 非 负 的 真 BCH- 代数 类 是 非 负 BCH- 代 数 类 的 真子 类 。 
由 上 面 的 例 1 知 ， 非 负 BCH-~ 代数 类 是 BCH- 代数 类 的 一 个 真子 
类 。 Q.E.D。 

第 三 个 问题 . 非 负 的 真 BCH- 代 数 奖 是 否 真 BCH- 代 数 类 的 
真子 类 ? 

这 个 问题 实际 上 间 ， 是 否 存 在 不 具有 非 负 性 的 真 BCH- 代 
7 这 个 问题 的 加 管 也 是 肯定 的 ， 划 在 我 们 来 解 这 个 站 是 

.不 具有 非 负 性 的 真 BCH 一 代数 

和 有 下 列 结果 n 

定理 5 ( 注 394) 一 个 真 BCH- 代 数 (X11 水 1s 0》 和 一 个 真 
BCI- 代 数 《X,， 冰 ,，0 9 的 积 代 孝 ( 水 ， 是 一 个 不 具有 非 
负 性 的 真 BCH- 代 数 。 .3” 

J 证 由 定 理性 ,8.7 知 ，(X 下， 是 一 个 BCH 六 数 . 
也 于 X， 是 一 个 真 'BCI- 代 数 ; 访 有 六 ,中 的 元 素 使 全 米 ,z 
现 取 z=(01,， EX, 则 : ~ 
0 沙 z= (01，02) 米 (0 中，z) = (0 水 101，0: 闵 ,7) 

= (01， 9; 六 ;7)*(01，0;) = 0。 
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故 X 水 ，0? 是 一 个 不 县 有 非 负 性 的 真 BCH 一 代 教 。 
Q.E.D， 
` 由 此 ， 我 们 可 有 王 列 : 
定理 6 ( 注 395) 存在 不 具有 非 负 性 的 真 BCH- 代 数 。 上 
证 ”我们 只 ‘要 按 定理 5 提出 的 方法 具体 地 构造 一 个 不 具有 非 
负 竹 的 芮 BC -代数 即 可 。 - 
i a Q.E-D。 
例 2 设 X,=(0，1，2，3}， 洲 :由 下 表 给 出 ， 


kk |0 1 2 $ 
010 0 0 0 
1|1 0 3 3 
212 0 0 3 
3|3 0 0 0， 


则 CX 米 1 0 是 一 个 非 负 的 真 BCH- 代 数 ， 
. 设 X，= 《11 水 :由 下 表 给 出 


*， 


0 1 


则 CX Xs， 0 ) 是 一 个 真 BCI- 代数 i 

#, 设 (六 ; : 冰 ， 扑 是 《Xl 冰 !:，0). 和 (XX,， 来 ,， 0 的 积 代 
数 。 则 (〈X， 洲 ， 人 是 一 个 不 具有 非 负 性 的 真 BCH- 代数 。 实际 
上 ， 和 ={9，a,，b,，c，d,，e，f，g9})。， 其 中 ， : z 
0=(0, 0), ， a=(0, 1), b=(1, 0), 
c=(1, 1), d= (2, 0), e=(2, 1), 
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f=(3, 0), 9g=(3，1)， 
而 六 由 下 表 给 出 : 
洲 |0aapbc d 


多 
人 
a 


TD 


0 a g 0 0 a 0 a 
a la 0 a a ba 6 
bilbececboa /fg /yg 
clic ba 4 og /fo ff 
did e 0 a 9 ad e 
eled a0 ab0ed 
if g 0 ao:0 aa 0 aa 
.9 19 4 a 0 a.g a 0 


由 此 考 中 可 知 ) bka =a#¥ 0 ， 从 而 CX; 水 ,0》 是 不 具有 非 负 
性 的 ， 
注 ， 由 本 节 上 面 的 这 些 结果 ， 我 们 可 以 知道 下 列 关 硒 ， 
. BCK- 代数 类 非 负 真 BCH- 代 数 类 : 
= 非 负 BCH- 代 数 类 ， ， : i 
非 负 BCH- 代 数 类 不 民风 BCH- -代数 类 
= BGH- 代 数 类 ， 
真 BCI- 代 数 类 日 不 具有 非 负 性 的 真 BCH- 代 数 类 
= 不 具有 非 负 性 的 BCH- 代 数 类 ， 
而 且 上 述 三 个 等 式 的 左边 的 两 个 类 才 是 不 相交 的 。 直观 地 ， 我 们 
可 以 给 出 下 列 图 7-1。 | ， 
5 。 推 广 性 质 和 国有 性 质 
在 BCI- 代 数理 论 中 ， 我 们 曾 定 义 过 推广 性 质 和 固有 性 质 ( 见 
第 四 章 $ 1 的 开头 一 段 ) 。 在 BCH- 代 数理 论 中 也 可 定义 推广 性 项 
和 固有 人 性质 , 即 有 直列 下 


4 上 


定义 1 ( 注 396) 设 P 是 一 个 〈 类 ) 性 质 。 

如 果 在 BCI- 代 数 类 中 具有 有 了 的 BCLI 代 数 ， 而 在 真 BCH- 代 
数 类 中 也 具有 有 P 的 BCH- 代 数 ， 那 么 称 P 为 BCH- 代数 理论 中 前 
一 个 推广 性 质 。 

如 果 在 真 BCH- 代 数 类 中 具有 有 P 的 BCH- 代数 ， 且 如 果 
BCI- 代 数 具 有 P 则 必 为 号 CK- 代 数 (特别 地 ， 成 为 一 个 平凡 的 
BCK- 代 数 ) ， 那么 称 P 为 BCH- 代 数理 论 中 的 一 个 固有 性 质 ， 

由 .这 个 定义 ， 我 但 可 有 和 王 列 ， 扑 全 ， 

定理 7 ( 注 397) 非 负 性 是 BCH- 代 数理 论 的 一 个 固有 性 质 ， 而 
不 具有 非 负 性 的 性 质 基 BCI 代数 理论 的 一 个 推广 性 质 ， 

和 人， E, DD. 
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员 有 界 性 是 BCK_ 代 数理 论 中 研究 的 一 个 重要 性 质 。 替 半 45 

中 指出 了 ， 有 和 界 BCT- 代 数 就 是 有 界 BCK- 代 数 ， 因 此 ， 在 BCI~ 

代数 理论 中 没有 必要 研究 有 界 性 。 但 是 ， 在 较 BCL- 代 数 类 更 大 
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的 BCH- 代 数 类 中 却 完全 有 必要 研究 有 界 性 ， 而 且 对 比 BCI- 代 数 
来 讲 ， 有 界 性 正 是 BCH- 代 数理 论 中 一 个 “国有 的 性 质 ”。 在 这 
一 节 中 ， 我 们 来 研究 有 界 的 BCH- 代 数 . 

1 。 有 界 BCH- 代数 的 概念 

我 们 先 引入 下 列 概念 ，. 

定义 1 (sea ”如 果 一 个 BCH- 代 数 (X， 沙 ， 0 ?中 存在 元 
素 1 ， 使 对 于 任意 的 rEX ， 有 . 

TE1, (WT EX) - “(1) 

则 称 《X， 冰 ， 03 是 有 界 的 BCH- -代数 ， 厅 1 和 为 的 个 再 
“位 元 。 
例 1 任何 有 界 的 BCK- 代 数 是 一 个 有 界 的 BCH- 代数， 
要 研究 有 界 的 BCH- 代 数 ， 自 然 要 提出 一 个 问题 ， 是 否 存 在 
有 界 的 真 BCH- 代 数 ? 这 个 问题 的 回答 是 肯定 的 ， 即 有 下 列 ， 
定理 1 (二 se9) ”存在 有 界 的 真 BCH- 代 数 。 


证 见 下 列 例 2 和 例 3， ，. Q.E.D. 
例 2 设 X={0,1,2,3})， XX 中 的 二 元 运算 阔 由 下 家 给 
出 ， i .? | : . ， > :x ， 
ol 3 本 
0|10000 
， ~ | 这 
1 疏 
+ 2|200 2 0 
3|3 0 0 0， 


则 《<X， 冰 ，0 是 一 个 有 界 的 真 BCH- 代数， 而 1 是 X 的 单位 元 . 
例 3 设 X= {0,1,2,3}, .X 中 的 二 元 运算 冰 由 下 表 给 
出 ， 


A423 


a 
oo 
| 
[> 
CAD 


01000 

1|1001 

212 30 3. 
3|1300 0， 加 


则 〈X， 米 ，0 > 是 一 个 有 界 的 真 BCH- 代 数 ， 而 ? 是 X 的 单位 和 
例 4 设 X=t0，1，2，3 入 中 的 二 由 


出 ， 

i | 、 
*101 2 3 
0|0000 、、 
1|101 0 

于 入 
2120 0 2 / : 
313 3 0 0。 | 

了 ee ， i 

1 四 -= 3 


Wo 水 ，0 ) 是 一 个 真 BCHH- 代 数 ， 但 不 是 有 界 的 ， 
. 有 界 BCH- 代 数 的 性 质 

关于 定理 1 “3。1 的 证 明 ， 我 们 有 下 列 : 

定理 2 ( 注 400) 设 1 是 有 界 BCH< 代 数 (Xi *， 0 ) 的 一 个 

单位 元 ， 则 « tf 


A(1)=X., (3 
反之 ， 如 果 BCH- 代数 (% 洲 ，0 ) 中 元 来 ze x 是 
则 是 它 的 单位 元 ， 目 X 是 有 界 的 。 Q.D.E.。” 
由 日 -2 易 知 成 立 下 列 ， 
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定理 3 (二 400) ”有 界 BCH- 代 数 中 单位 元 叭 一。 Q.E， 
定理 4 ( 注 409) ”在 BCH- 代 数 (X， 洲 ， 0 ) 中 记 


Zz 冰 (Z 水 y) = y 八 z。 4) 
如 果 X 是 有 界 的 ， 则 FzE X 有 ， 
1 Mx=z, . (5) 
证 因 1 八 z=z 阔 (zx 冰 1)=z 冰 0=zx,。 QE:D、 
3. 算 子 N | 


类 似 于 有 界 BCK- 代 数 中 的 算 子 N， 在 有 界 BCH- 代 孝 中 也 
可 定义 算 子 N， 即 下 列 : 
”定义 2 ( 注 408) ”在 有 界 BCH~ 代 数 《X， 六，0) 中 ， 设 1 是 
它 的 单位 元 ， 记 : z 


N(7)= Nz= 1 水 z。 . 《6) 


注 2 N 是 一 个 算 子 。 
-> ;YY。 } | (7) 
例 5 如 例 2 中 ， 


N(0)=1, NGC1)= 0， 加 Ndes, es, 
我 们 有 下 列 结果 ， 


定理 5 《 注 404)+ 在 有 界 BC 代数 9， 水 ， 0 
1) N1 = .0， NO= 1 


2) NNz <z。 1 

3) Nz 水 2 三 从 2 水 z。 

4) zAz= NNz, . I 8 i 
证 见 定理 工 .3。 “8 的 证 明 。 oa. 下 ， 也。 
定义 3 ( 诗 405) 在 有 界 BCH_ 代 数 4X 水 ， 0 中 如 果 元 素 


zEX 满 足 ， Nz=z, | (8) 
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则 你 之 为 算 子 N 的 不 动 点 ， 尺 水 ，0 ?种 一切 不 动 点 的 集合 被 
称 为 算 子 N 的 不 动 点 集 ， 记 为 N(X) 。 

例 6 例 2 中 NGC)={(3)。 四 

定义 4 ( 注 406) ” 设 (X， 米 ， 0 为 一 个 有 界 的 BCH- 代数 。 
如 果 zxEX， 满 足 ~ 

NNz=z， 《9) 

则 称 > 为 X 的 一 个 对 合 元 素 。X 的 一 急 对 合作 成 的 集合 称 为 X 的 对 
合集 ， 记 为 ICX)。 

显然 ， 

NNO=0，NN1I=1 

因此 ， 有 下 列 ， 人 

、v 定理 6( 注 107)” 设 尺 ， 冰 ，0 是 一 个 有 办 的 BCH- 代 数 ， 则 
0EI(X), 1EI(X). i 本 

因而 11 (1 宇 2. ; Q.E.D. 

“4 。 有 界 BCH- 代 数 类 ”| 

我 们 现在 来 讨论 一 切 有 界 的 BCH- 代 数 作成 的 类 一 -有 界 
BCH- 代 数 类 。 当 然 ， 我 们 应 当 考 虑 它 的 真 类 问题 半数 问题 和 
真子 类 问题 。 我 们 有 下 列 结果 ， 

定理 7( 注 408) 对 于 任意 的 基数 ?六 0 存在 基 数 为 ? 乓 有 界 
BCH- 代 数 。 从 而 ， 有 界 BCH- 代 数 类 是 ~ 个 真 类 . 有 界 BCH- 
代数 类 是 BCH- 代 数 类 的 一 个 真子 类 。 

证 “由 于 有 界 BCK- 代 数 一 定 是 有 界 BCH- 代数， 从 证 由 定 - 
理 IT .3.7 知 ， 本 定理 的 第 一 个 结论 科 第 二 个 结论 成 立 。 有 界 
BCH- 代 数 类 显然 是 BCH- 代 数 类 的 一 个 子 类 ， 又 因 存 在 非 有 界 
的 BCH- 代 数 〈 见 例 4 》 ， 所 以 有 界 BCH- 代 数 类 是 BCH= 代数 
类 的 一 个 真子 类 。 Q.E.D。， 
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实际 上 ， 由 例 1 和 例 4 还 可 以 知道 成 立 下 列 ， 
定理 8(409) ， 有 界 真 BCH- 代 数 类 是 有 界 BCH- 代 数 类 的 丰 
子 类 。 有 界 真 BCH- -代数 类 是 真 BCH- 代数 类 的 真子 类 。 、 
Q.E.D. 
对 于 有 界 真 BCH- 代 数 美的 基数 问题 和 真 类 问题 ， 还 有 和 于 
:我 们 进一步 去 解决 。 
由 于 在 BCK- 代 数 类 中 我 们 研究 过 有 界 性 ， 而 在 B 全 -代数 
理论 中 我 们 没有 必要 研究 有 界 性 ， 因 此 莪 们 有 下 列 ， 
定理 9( 注 410) ”有 界 性 是 BCH- 代 数理 论 的 一 个 固有 性 质 。 
不 具有 有 办 性 的 性 质 是 BCH- 代 数理 论 的 一 个 推广 性 质 。 
QB"D. 
， 积 代数 
关于 定理 .10.7 的 证 明 ， 我 们 可 以 得 到 下 列 结果 
定理 10( 注 (1 ”有 界 性 是 《BCH- 代 数 类 中 的 ) 一 个 可 积 
性 ， 也 是 一 个 逆 可 积 性 。 ”QQ.E.D. 
下 面 我 们 要 利 册 这 个 镇 果 来 讨论 有 界 真 BCH- -人 于 
条 题 和 真 类 问题 。 我 们 先 给 出 儿 个 引 理 。 
引 理 1 设 X= 0s， by 6 冰 ; 下 给 有 | 


炒 4. a 4, c . 
. 上 {7 tl 
0, | 0: 0: 0, 0: 四 2 
4 4 0: “ 4 


bilb 0，0， 5 
. 《 o 0 0, 0: ， : 村 呆 
则 (% 5 沙 :，0: ,) 是 一 个 前 交 真 BCHL 代数， 是 它 的 良和 袜 史 - 
(参看 例 1) ， QE.D. 
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引 理 2( 注 412)” 设 (X1， 米 1,01? 是 一 个 任意 的 有 界 BCK- 代 
数 。 命 (X， 米 ，0 > 是 (X, 六 :，0 必 和 引 理 1 中 的 《X,， 水 :， 
0,) 的 积 代数 。 则 <X， 米 ，0 是 有 界 的 真 BCH- 代 数 。 

证 由 定理 丰 .8.7， 因 人: 水:，0:> 是 真 BCH- 代数 ， 故 
《X， 冰 ，0 ) 是 真 BCH- 代 数 。 由 于 X, 和 X, 都 是 有 界 的 ， 由 定理 
10 知 ，<X， 冰 ，0) 是 有 界 的 真 BCH- 代 数 ， QE.BD.:. 

引 理 3( 注 413) ” 设 以 ， 米 ，0 ) 是 两 个 BCH- 代数 Ss * 1 
0 入,; 米 ;:，02) 的 积 代 数 ， i 

“1) 如 果 | 六 /| = m< 之 $%,， x =1<N， 则 = Win 

2 ) 如 果 区 让 =， 人 区 和 =n<sS， 则 区 = m。 

3 ) 特别 地 ， 如 果 |X ,| = mm 人 的， 人 区 :| = 4， 则 |X| = m。 

4) 如 果 |X,| =mm>RN， Xs = n> 则 

[X| «< max {mn}, | 
: 上 面 的 |x| 表示 集合 X 的 基数 i 

证 ”实际 上 据 两 个 集合 的 笛 卡 尔 积 而 知 。  Q'E.D。.: 
再 4( 汪 4 设 (， 米 ，0》 是 芹 C 旦 -并 数 CX 3 来 i，01》 
和 BCH- 代数 《XX,， 水 ,，0.) 的 积 代 数 , 前 《<X’'y 水 ! ,J 是 
. BCH- 代 数 < 有 1 $. 术 :/ 多 0 > 和 JRL 了 -代数 (X: 水 由 时 措 的 积 
代数 ， 且 |[X:I>1Xi | 过 8，1X,|<%。， 则 |X[>1X’1， 从 
而 (X， 六，0) 与 (X/， 冰 '，0) 不 同 。 

证 由 引 理 3 的 2) nl, iXi=|X,]>1X,' 1=1X’ |. 由 于 
1X |>1X’ |， 故 (X， 冰 ，0) 与 (X/， 六 '，0) 不 同 。 Q:E.D。. 

现在 ,我们 可 以 来 证 明 f 列 ， 

定理 11( 注 415) ”对 于 任意 的 基数 ?> 名 , 存在 基数 为 ”的 有 胃 
. 真 BCH- 代 数 。 从 而 ， 有 界 真 BCH- 代 数 类 是 一 个 真 类 - 

证 由 定 理 X .3.7， 对 于 任意 的 基数 > N,， 我 们 取 一 个 营 
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数 ， 的 BCK- 代 数 (X,， 米 ,，04》， 再 取 引 理 1 中 的 真 BCH- 代 
数 (X: 六:，0:>，|X:, |= 4 。《X1， 水:，0》 和 (和 :水 :， 
0:> 的 积 代 数 为 (XI 水 ，0>， 则 (XI 水 ，0 > 是 一 个 有 界 的 真 ， 
BCH- 代 数 〈 由 引 理 2 知 ) ， 且 |X1=? (由 引 理 3 的 2) 知 ) 。 
由 引 理 4 知 ， 对 于 不 同 的 y 宇 钻 这 样 的 〈《X 米 ， 0 > 是 不 同 的 。 
因此 本 定理 的 两 个 结论 得 证 。 z QeE. D's. 

”我 们 还 有 下 列 结果 ， : 

定理 12( 注 416) ”对 于 y= 2" (4 为 和 2 的 自然 数 )， 存 在 基 : 
数 为 y 的 有 界 真 BCH- 代 数 ， 

证 当 mw= 2 时， 我 们 可 到 例 2 中 的 有 界 真 BCH- 代 数 《X; 
沙 ， 07>。 

当 #>>2 时 ， 命 站 =1 一 2。 我 们 先 取 了 = 10 0， i . 


水 | 0 a 


0 | 0， or 

| a a 0 

则 《<Y，0,， 中 ;是 一 个 二 阶 的 有 界 的 BCK- 代 数 。 人 
Z = RxYxYx. -XY 


， : 中 hn 和 Nd 
(Z， 炒 /0 表示 向 代数 ， 则 KZxi 阔 /，0/ 是 有 界 的 寥 BCH- 代 
数 ， 且 基数 |21= 和 X 和 =2 和 和 QSE Di ,I 

6 。 有 界 BCH- 代 数 的 非 负 性 和 同 态 不 变性 ， 
从 表面 上 看 ， 非 负 性 和 有 界 性 简直 是 两 个 极端 。 事 实 上 ， 一 
个 非 负 的 BCH- 代 数 (X， 米 ，.0) 是 指 满足 
0 之 Zo， VTEX, vii 010) 
”因此 ， 在 X 中 有 一 个 “ 专 ”下 的 最 小 元 0 。 而 一 个 有 界 的 BCH- 
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代数 <X， 炒 ，.0》 中 有 一 个 单位 元 1， 使 得 
TE1ly VTEX, | :- (1) 
因此 ;，X 中 有 一 个 “不 ”下 的 最 大 元 1 。1984 年 4 月 ,* 枉 素 尖 学 
数学 系 八 中 狼 学 宇 昌 雪 训 指出 了 有 办 住 写 非 信任 的 关系 ， 即 得 到 
了 :下列 ， 
定理 13 :一 个 BCH- 代 数 有 界 ， 则 必 非 负 . 
证 设 (X 沙 ，0》 是 任意 的 一 个 有 界 BCH- 代数 ， 则 对 于 
”任意 的 XG XX, 由 有 -3 知 ， 若 1 是 X 中 的 单位 元 ， -- 
0 米 z=(0 米 1) 沙 z=(0 水 B 洲 1=0 1 
因此 ，〈X 米 ” 0) 是 有 界 的 。 : Q.E.D. 
注意 ， 定 理 13 的 道 不 真 ， 即 存在 非 负 的 但 非 有 界 的 〈 真 ) 
BC 世代 数 ， 如 例 4 中 的 真 BCI- 代 数 是 非 负 的 ， 但 不 是 有 界 的 。 
因此 ， 我 们 有 下 列 ， 
定理 14( 注 417) ”有 界 BCH- 代 数 类 是 非 负 BCH- 代 数 类 的 一 
个 真子 类 。 有 界 真 BCH- 代 数 类 是 非 负 真 BCH- 代 数 类 的 一 个 真 
子 类 。 QQ.E.D. 
曲 安 京 还 得 到 了 下列 : 人 
定理 15 有 界 性 是 一 个 同 态 不 变性 ,+ ， ，  ，“ : 
证 设 /是 有 界 BCH- 代 数 (X， 水 07 到 BCH- 代数 (Y， 
丸 ,， 90》 上 的 蕊 个 网 态 ， “1 是 X 中 的 单 位 元 次 8y= AT)， 期 : 
lyr€ Y。 对 于 任意 的 yE Y， 任 取 zEX， 使 (zx) = y。 由 予 鹿 
z 冰 E05 年 半 让 2。 “ 因 坟 3 
故 人 
y 人 1Y= 三 (z) A 人 FCD = f(z* 1)=f《0)=0. .i 
从 而 ?<1y。 记 以 ，(Y， 人 ，6) 是 有 界 的 。 。 Q:E.D。 
1984 年 5 月 西北 大 学 数学 和 奚 /ADO 级 学 生 张 仲 选 利用 定理 13 进 
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一 步 得 到 下 列 结 果 : 
”定理 18 “如果 《Xi 六 ， 0 > 是 一 个 任意 的 有 界 的 了 CH 代数 ， 
那么 对 于 任意 的 a，b EX，A la, b) 一 定 是 的 子 代 数 。 

证 因 定 再 13， 则 0 = oko<b， 故 aoc A(o, 日。 因此 ， 
Ala, b) 非 空 ” 设 z，y 是 A (a， b) 中 的 任 二 元 素 ， 由 zko<b， ， 
>y 冰 4<b， 即 (z 六 0) 六 b =.0， (3y 米 四 沙 b= 0 .下 是 ， CGx*y) 
六) 水 b= ((z 炒 oa) 水 及 水 y= 0 水? = 0 ， 最 后 的 等 式 成 立 是 由 于 
. 宕 再 13. 这 样 ，z 冰 yEAla, 外。 故 信 (o， 六 是 和 的 一 个 子 代 
数 。 , Q.E.D. 


$ 12 拟 可 摘 的 OH- 代数 


在 BCK- 代 闭 理 论 和 BCI- _ 代 数理 论 中 都 研究 过 报 可 的 星 。 | 
在 BCH- 代 数理 论 中 也 可 研究 氢 可 换 姓 ， 也 就 是 说 ， 拟 可 元 性 在 
.BCH- 代 数理 论 中 是 一 个 推广 性 质 。 我 们 这 一 节 来 研究 BCH- 代 
ee 
、 拟 可 换 BCH- 代 数 的 概念 
oa 3 月 作者 和 蒋 疹 一 起 引入 了 家 的 BCH- 代 数 的 概 
。 我 们 先 介 绍 这 个 概念 。 
定义 1 ( 注 4l8) ” 设 尺 ;六 ， 0 是 一 个 BCH- 代数 . 变量 zx 和 
y(EX) 的 多 项 式 Qn, (XT，y) (zy nEow) 归纳 地 定义 于 下 ， 
Q (zy) =Z 米 (I 水 Di 
Qs snlz, Y) = Qn, nz y)* (Ek), | (C1). 
Qe, n+ 1 (Ts y) = Qs (zy) 六 (xy 匀 7)、 
定义 2 ( 注 419) 设 尺 ， 阔 ， 0 是 一 个 BCH- 代 数 。， 若 存在 
一 组 非 负 整 数 i,j, m,n， 使 对 于 X 中 的 任意 两 个 元 素 > 和 y 都 成 立 
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Qi 7, 9) = Qn ny 7), (2) 

则 X 叫 做 一 个 人 广 mot0 型 拟 可 换 BCH- 代 数 。， 

我 们 先 给 出 几 个 平凡 的 例子 。 

例 1 任意 的 (i, 广 m,n) 型 拟 可 换 的 BCK- 代 数 都 是 人 
m;n) 型 拟 可 换 的 BCH- 代 数 . 

例 2 任意 的 Gi,j3m,n) 型 拟 可 换 的 BCI- 代数 都 是 Gi, 
mm 型 拟 可 换 的 BCH- 代 数 。 | 

我 们 要 讨论 拟 可 换 的 BCH- 代 数 的 关键 在 于 要 找 出 拟 可 换 前 - 
真 BCH- 代 数 。1984 年 3 月 西北 大 学 数学 系 八 〇 级 学 生 落 闷 得 到 
了 下 列 结果 : 

定理 1 ”存在 拟 可 换 的 真 BCH- 代 数 。 

证 可 的 喜 


3 没 X = (051， 2 3 》， X 中 的 二 元 运算 水 由 1 下 表 给 
出 i 
沙 |o123 加 
: 010 9%0 0 : 
记 " 
1 1 0 1 0 ， 
. 2 2.0.0 2 > 


” 则 《<X; 洲 ，0》 是 一 个 真 BCH- 代 数 。… ， ,i 
Qo, 1(7,y) < 兰 (z 炒 Gk GD 四 
Qo 0) = (yk) klk 3 
我 们 作 下 列 验算 ， a 
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一 -一 


(XECXEY) 其 《 了 了 拓 开 )》 (yx (yxX)) (Xry) 


wooooNMocecooorrooooe,' 


ol. 


0 | 0 
0 | 1 
0 | 2 
0 | 3 
1 0 
1 1 
1 2 
1 | 3 
2 | 0 
2 | 1 
2 | 2 
2 | 3 
3 | 0 
3 | 1 
3 | 2 
3 | 3 


由 此 可 知 ， 《和 水 ， 0) 是 一 个 (0, 1 0 ， 1 ) 型 拟 可 换 的 
四 -代数 ， 
”所 可 换 BCH_ 代 数 的 性 质 

eh BCH- 代 数 有 以 下 主要 性 质 ， 

定理 2 (itz0) ” 设 (X， 水 ,0) 是 一 族 BCH- 代 数 {(Xas 水 am 
0 a) :a ET} 的 积 代数 。 则 CXy 水 ，0 > 是 (i, 坟 m,n) 型 拟 可 换 
的 当 目 仅 当 对 于 任意 的 a El， 《Xs 冰 ， 0 是 (5 六 由 内 型 报 
可 换 的 。 i 

证 关 似 于 定理 玉 。1 。7 的 证 明 。 Q.E.D. 

由 此 让 即 得 到 下 列 ， 

推论 ( 注 421) 同型 扫 可 欣 竹 是 可 积 性 和 浊 可 积 性 - E.D. 


类 似 于 定理 耳 . 1 .16 的 证 明 ， 我 们 有 下 列 : : 

定理 3 ( 注 422) ”在 BCH- 代 数理 论 中 ，“ 具 有 (i,j 六 m9 型 
拟 可 换 性 ”的 人 性质 是 一 个 遗传 性 。 
， Q.E.D, 

类 似 于 定理 W .1 ,17 的 证 明 ， 可 有 下 列 ; 

定理 4 (it423) ”在 BCH- 代 数理 论 中 ，“ 具 有 (i, 记 m,n) 型 
拟 可 换 性 ”的 性 质 是 一 个 同 态 不 变性 ， 

Q.E.D. 
， 拟 可 换 BCH- 代 数 策 

(i, 让 m,n) 型 所 可 换 BCH- 代数 有 下 列 特 征 : | 

定理 5 ( 往 424) ”一 个 (2 ，0) 型 的 代数 〈《X 水 ，0> 是 Ci, 
全 m,n)》 型 拟 可 换 的 BCH -代数 的 充 要 条 件 是 它 满足 以 下 等 式 ; 


心 


1) (z*W*2= (x)*y, FrzyyzEX， (3) 
2) rx*z= 0， yrEX, 4) 
3) zx*0 =z, VXEX, (5) 
WL) QA DE Qe 7) PIEYERX, | C2) 
证 必要 性 是 显然 的 。 现 证 充分 性 。 及 和 ?是 《中 的 年 一 
元 素 ， 满 足 obi i 
Zz 冰 y= 0， y 玉 二 Oi i 
由 这 个 条 件 及 《2》 和 各 (5) 可 知 ”: 人 
Ri z= Qi (ry) = Qu ay T= yy. 1 


从 页 H- 2 成 立 ， 居 加 上 H=- 1 (好 C4》 ) 和 和 H-3 ( 即 (3)) 是 已 
知 的 ， 因此 人 水， 0 ?是 一 个 BCH- 代数。 
| apiD.i 
我 们 也 有 拟 可 换 BCH- 代 数 的 以 下 特征 ， 
定理 6 ( 涯 425) ! 一 个 (2;， 0) 型 的 柜 数 (X， 来 ， 人 是 (i 
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为 mn) 型 的 拟 可 换 的 BCH- 代 数 的 充 要 条 件 是 它 满 足 (37)， 
(5)，(2) 和 
(Z 米 (zZ 米 力 ) 洲 y= 0， Vz, yEX, - (6) 
证 “必要 性 。 我 们 利用 
(3)，(4)，(5)，(2) 之 (6). 
其 实 ， 由 (3) 和 (4) 立即 得 到 ， 
(z 炒 (z 洲 2)) 洲 ?= (7 下) 米 (x 冰 = 0 。 中 
充分 性 ， 只 要 证 (4 ) 就 行 了 。 事 实 上 , 在 (6) 册页 y= 
0， 由 (5) 则 有 : 
0 = (z*(z* 0))A*0 -skewk0)s zz 让 
Q， E. D i 上 
定理 5 或 定理 6 可知 成 立 ，。，， | | 
定理 7 (E42 对 于 任意 的 非 负 整 数 i,j, m,n ， 好。 1， 
0，1 或 1， 1 ， 1 1) ， £1, 3 1) 理 拟 可 热 的 BCH- 
代数 作成 的 闫 是 一 个 和 ， 称 为 拟 可 换 BCH: "代数 策 ， 名 EF, D， 
。 有 限 BCH- 代 数 
2 关羽 于 有 限 BCK -代数 和 有 有 限 BCL 代数 的 概念 我 们 厅 这 时 
引入 有 限 BCH- 代 数 的 概念 ， 即 干 列 ， 
定义 8 (二 427) 一 个 有 限 的 BCH- 代 数 是 元 素 个 数 有 限 的 
BC- 人 代数， 即 BCH- 代 数 (X， 炒 ， 0 ) 使 得 1 福 | X |< 8 
显然 ， 一 切 有 限 的 BCK-- 代 数 和 下 切 有 限 的 BCI- 代 数 迪 是 
有 限 的 BCH- 代 数 。 例 3 中 给 出 的 BC 和 -代数 (六 ， 冰 ，0 是 一 
个 有 限 的 真 BCH- 代 数 . 下 面 我 们 再 给 出 一 一 个 有 限 的 拟 可 换 的 真 
BCH- 代 数 的 例子 ， 
例 4 设 X=40，1，2，3}, XX 由 的 二 元 运算 闵 由 下 表 给 
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> 
| 一 
人 
ee 


tw 心 必 
OO 


Wm ~ OI 
. 
ce mm 局 


则 CX， 六 ，0) 是 一 个 4 阶 的 、(1，1 1，1) 型 拟 可 换 的 
真 BCH- 代 数 。 

我 们 在 第 二 章 和 第 四 章 已 经 讲 过 ， 凡 是 有 限 的 BCK- 代 数 皆 
是 拟 可 换 的 ， 但 是 迄今 我 们 还 不 知道 有 限 的 BCI- 代 数 是 否 一 
定 是 氢 可 换 的 。 自 然 ， 类 似 的 问题 对 于 有 限 BCH- 代数 来 说 也 是 
应 当 予 以 考虑 的 ， 即 我 们 应 提出 下 列 ， 
问题 有 限 的 BCH- 代 数 一 定 是 拟 林 换 的 吗 ? 
菏 户 在 1984 年 3 月 否定 地 回答 了 这 个 问题 ， 给 出 下 列 ， 
定理 8 有 人 限 BCH-~ -代数 不 必 是 拟 可 换 的 ， 
”证 见 下 面 的 例 5，  Q.E.D. 
人 例 5 设 X= (0 1，2， 3 中 的 二 元 运算 水 由 下 表 给 
出 ， | 


米 |0 i 
0 0000 0 
2|2002 
3130 0 0， 


则 <X， 冰 ，0 > 是 一 个 真 BCH- 并 数 ， 
我 们 来 说 明 ， 它 不 是 拟 可 换 的 。 容 易 算出 以 下 事实 ， 
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1) 对 于 0 <i,j,m,n 志 1 的 情形 有 ， 
Qo ol,2) = 3 Qo (2,1)= 2， 
Qos ol,2 = 3 Qo 1(2,D)= 2, 
Qo ol,2) = 8 £0,0(2,1)= 2， 
Qo 0ll,2)= 3 F011(2,1)= 2， 
Qo 1(1,2) = 3 +Q01(2,1)= 2， 
Qu 1(1,2)= 3 Qo0(2,1)= 2， 
Q， (2)= 3 ¥Q11(2,1)= 2， 
Q1,0(2,1)= 2 OQ,, o(1, 2) = 0 | 
Qi 01,2) = 0 QQ1, 1(2,1)= 2， 
QU2)=0xQ (2,1D)= 2， 
因此 ， 愉 水 ，0 ) 不 是 低 型 拟 可 换 的 ， 
2 ) 进一步 可 以 算出 下 列 等 式 ， 
Qo i737) = Qos 27397) = =Qoo y= 1 
Q1, oT Y) = Qs oT Y= = Qn ot, Y= Nl, 
Qus(z=Qoiz m1 1 
这 样 ， 我 们 知道 ， 这 个 四 阶 的 真 BCH- 代 数 不 是 拟 可 换 的 ， 
。 现在 ， 我 们 顺便 说 一 下 低 型 ， 高 型 及 纯 高 型 的 概念 。 
一 定义 4(E428) 设 (X， 米 ，0 ?是 一 个 GPim 内 型 扳 可 
换 的 BCH- 代 数 ， 如 果 
0 <max{fijm 人 Dl, 和 
则 称 其 为 低 型 的 ， 如 果 
max {i,j, m,n} 之 2， 
则 称 其 为 高 型 的 奶 果 《Xy 水 ， -0 ) 是 高 型 的 拟 可 换 的 BC 有 - 代 
数 ， 但 不 是 低 型 的 ， 则 称 其 为 纯 高 型 的 所 可 换 的 BCH- 代 烽 ， 
我 们 在 例 3 和 例 4 中 给 出 的 拟 可 换 的 真 BCH- 代 数 都 是 低 型 
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的 〈 例 4 还 是 (2，15 2，1》 型 的 ， 但 不 是 纯 高 型 的 ) 。 自 

然 地 ， 我 们 要 在 这 里 提出 下 列 尚未 解决 的 一 个 问题 ， . 
”问题 2 ( 注 429) ”存在 纯 高 型 的 拟 可 换 的 真 BCH- 代 数 吗 ? 
欢迎 有 兴趣 的 读者 探索 和 研究 这 个 问题 。 


8 13 具有 条 件 (S) 的 BCH- 代 数 


在 BCK- 代数 理论 中 和 在 BCI- 代 数 中 我 们 都 介绍 过 具 有 条 
件 (S) 的 性 质 。 现 在 ， 我 们 在 BCH- 代 数理 论 中 也 来 研究 这 种 性 
质 . 

1 。 具有 条 件 (S) 的 BCH- 代 数 的 概念 

我 们 先 给 出 下 列 ; : 

定义 1( 注 430) 设 CX， 冰 ，0) 是 一 个 BCH- 代 数 ， 如 果 对 
于 任意 的 wbEX， 存 在 满足 


zagb, a) 
的 一 个 最 大 的 元 素 x ， 记 记 为 a。b， 亦 即 集合 

Ala, b= (rE»: z*a<b} 0) 
在 X 中 有 最 大 元 素 | 和 
,kW aeb= supA (a,b) € Ala, 2 (3) 


那么 称 (X， 炒 ， 0 ) 为 具有 条 件 (S) 的 ， | 
也 可 从 映射 的 观点 来 看 待 这 个 定义 ， 即 
0 :XxX—>X, | 
(a,b) —> 0a。 b, } 
我 们 给 出 具有 条 件 (S) 的 BCH- 代 吉 的 几 个 例子 . z 
例 1 任何 具有 条 件 (S) 的 BCK- 代 数 是 具有 条 件 (S) 的 
B CH 代数。 
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例 2 任何 具有 条 件 〈?) 的 BCI- 代数 是 具有 条 件 “ 《5) 的 
了 CC 于- 代数 。 

仅仅 知道 俩 1 和 例 2 中 给 出 的 事实 是 不 行 的 。 在 BCH- 代 数 
理论 中 研究 具有 条 作 (S) 的 性 质 的 关键 在 于 必须 首先 解决 下 
列 ， 
问题 1 是 否 存 在 一 个 真 BCH- 代 数 ， 亿 县 有 条 作 。 9 的 性 
质 ? 

下 面 ， 我 们 来 给 这 个 问题 一 个 肯定 的 回答 ， 

定理 1 tt431) 存在 具有 条 件 〈3) 的 真 BCH- 代 数 。 


证 见 下 列 例 3 . Q.E.D. 
例 3 设 X={0，1，2，3}，X 中 的 二 元 运算 水 由 下 表 
给 出 ， / 


*|0.123. 


0|0000 
1|103 3 
2|2 0 0 由 
313000， | 


则 《X， 米 ，0 ?是 一 个 真 BCH- 代 数 。 我 们 指 出， 它 具有 条 件 
S) .事实 上 ， 我 们 可 以 得 到 下 下 ， 


- 过 : 1 


ec Re 亚 过 

it 总 

证 

Le 
jp 
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由 例 2 和 例 3 可 知 ， 成 立 下列 : 
定理 2 ( 注 132) ”在 BCH- 代 数理 论 中 ， 具 有 条 件 (5)- 的 性 


质 是 一 个 推广 性 质 。” QE:D. : 
我 们 还 要 指出 下 列 事实 ， : ” 
定理 3 ( 注 433) 存在 不 具有 条 件 〈S》 的 真 BCH-~ 代 数 。 . 
证 见 T 列 从 4。 . QE.D.” 

例 4 WX 0， 1，2，3 },X 中 的 二 元 运算 米 由 下 表 给 出 ， 
不 | 0 1 23 
0|0000 

- 1|1001 

0 
3|3 3 0 0， 


则 《X， 米 ，0 > 是 一 个 真 BCH- 代 数 ， 且 不 具有 条 件 (S) 。 事 
实 上 ，A(1,3)= {0，1，3}， 如 下 图 所 示 ， 


图 7 一 2 
其 中 ，0 三 1，0 过 3, 但 1 与 3 不 可 比较 。 因 此 集合 A(1,3) 
中 没有 最 大 元 素 。 从 而 ，(X， 水， 09 不 具有 条 件 ($) ， 
为 了 方便 起 见 ， 我 们 先 引 入 下 列 ; 
定义 2 ( 注 434) ”一 切 具 有 条 件 (S) 的 BCH-(BCK-，BCI-) 
代数 作成 类 称 为 (S)H- 〈 对 应 地 ，(S)K-，(S)I-) 类 ， 
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我 们 有 下 列 结果 ， 
定理 4 ( 注 435)】 ”成 立 下 式 : 
(S)K-- 类 CC(S)I- 类 CCS)H- 类 。 


证 第 一 个 真 包含 式 在 第 四 章 83 中 已 述 明 ， 第 二 个 真 包 含 
式 成 立 是 由 于 例 2 和 例 3 。 


由 定理 下。3。，。 6 可知 ， 成 立 下 询 ， 


定理 5 (二 436) ”对 于 任意 的 基数 y 之 0 存在 一 个 具有 条 件 〈S) 
的 BCH- 代 数 。 因 此 ，(S)H- 类 是 一 个 真 类 。(S)H- 类 是 BCH- 
代数 类 的 一 个 真子 类 。 

证 1 )》 由 定理 W ,3.6 可知 成 立 本 定理 的 第 一 个 结论 

2 ) 由 第 一 个 结论 可 知 成 立 第 二 个 结论 ， 


3 ) 显然 《5) 昌 -类 EE BCH- 代 数 类 。 由 于 例 4 ， 这 个 包含 
是 真 包含 ， Q.:E.D. 


2 。 具 有 条 件 《S$) 的 BCH- 代 数 的 性 质 
类 似 于 定理 1 .6.7 的 证 明 ， 我 们 可 以 得 到 下 列 ， 


定理 6 ( 注 437) 具有 条 件 (S) 的 任何 BCH- 代数 《X， 灯 ，0》 


是 关于 。 的 一 个 交换 的 广 群 ， 是 以 。 为 恒 等 元 即 〈^，0) 满 
足下 列 条 件 ， ， 


(Cs。E。D，。 


1 ) I。yEX, va yEX, 《5) 
2 ) To y= yoz， VT, yEX, (C6) 
3) O。z=xzoO=z， “YrEX, (7) 


QQ。E.D。 
类 似 于 定理 工 “10*12. 和 定理 工 .10.13 的 证 明 我 们 有 下 列 ， 


， 定理 7 (ta 具有 条 件 (S》 的 性 质 是 一 个 可 积 性 ， 也 是 
一 个 道 可 积 性 ， Q'E.D. 


为 证 这 个 定理 需 用 到 下 列 ; 
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引 理 1 (过 439) ” 设 (X， 水 ,0 是 一 族 BCH- 代 数 〈Xo 水 
0 。》 (xzEI) 的 积 代数 。 如 果 f 和 g 是 X 的 任 二 元 素 ， 则 /< 和 9 
iffyaE!l, fla)<o(la). 

证 参看 引 理 I，10.，4， Qe.E:D. 

. 具有 有 条件 (5S) 的 真 8CH_ 代 攻关 

CE 类 的 真 类 问题 、 基 数 问题 和 真子 类 问题 ， 定 理 5 
已 作出 了 回答 。 但 是 ， 这 只 是 对 于 整个 (S7H- 类 而 言 的 ， 而 且 是 
建立 在 (S)[- 类 的 同类 型 问题 的 基础 上 的 。 我 们 自然 要 提出 具有 
条 件 〈3) 的 真 BCH- 代数 类 的 真 类 问题 基数 问题 和 真 子 类 问 
题 ， 即 下 列 ， 

问题 2 具有 条 件 (S) 的 真 BCH- 代数 类 是 一 个 真 类 吗 ? 对 
于 任意 的 基数 ?> 0 存在 具有 条 件 (S) 的 真 BCH- 代 数 吗 ? 具有 
条 件 〈5) 的 真 BCH- 代 数 类 是 否 具 有 条 件 〈(S) 的 BCH- 代数 类 
的 一 个 真子 类 ? 具有 条 件 (S) 的 真 BCH- -代数 类 是 否 真 BCH- 
代数 类 的 一 个 真子 类 ? 

。 我 们 先 来 网管 真子 美加 题 ， 即 有 下 列 

定理 8〈 注 440) 具有 条 件 藻 ) 的 真 BCH- 代数 类 是 具有 条 件 

‘9) 的 BCH- 代 数 类 的 一 个 真子 类 。 具 有 条 件 〈S) 的 真 BCH- 
代数 类 是 真 BCH- 代 数 类 的 一 个 真子 类 ， : 

:证 显然 具有 条 件 (S) 的 真 BCH-_ 代 数 类 己 具 有 条 件 (5) 
的 BCH- 代 数 类 。 由 于 存在 具有 条 件 〈S》 的 BCK- 代 数 或 BCI- 
代数 ， 改 具有 条 件 .CS》 的 真 BCH- 代 数 类 是 具有 条 件 (S) 的 
BCH- 代 数 类 的 一 个 真子 类 ， : 

显然 ,- 具有 条 件 (S》 的 真 BCH= 代 数 类 己 真 BCH- 代 数 类 ， 
由 于 例 4 ， 我 们 可 以 知道 ， 上 共有 条 件 (S) 的 真 BCH- 代 数 美 是 
真 BC HH- 代数 类 的 一 个 真子 类 ， QE.D. 
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现在 ， 我 们 对 于 基数 问题 有 下 列 结果 : 

定理 9 ( 注 441) ”对 于 任意 的 基数 y 宇 % 。， 存 在 基数 为 ?的 、 
具有 条 件 〈S) 的 真 BCH- 代 数 。 

证 对 于 任意 的 基数 ?人 产 N 。， 由 定理 W .3。6， 我 们 任 取 一 
个 基数 为 ?的 具有 条 件 〈(S) 的 BCF 代 数 人 Xi 水,，0,》。 我 们 
再 记 例 3 中 的 具有 条 件 〈S) 的 真 BCH- 代 数 为 (X,， 水。，0:)。 
设 (X， 沙 ，0 是 (X3 米 i，01 和 (X 米 ,，02) 的 积 代数 。 
由 定理 在 .8.7 知 ，(X， 关 ，0 ) 是 一 个 真 BCH- 代 数 〈 因 〈X ，; 
沙 ;，02:? 是 真 BCH- 代 数 ) 。 由 定理 7 知 ， 积 代数 (X， 水 ，0》 
是 具有 条 件 〈3) 的 。 由 . 引 理 奴 。11。3 的 3) 知 |XI= ?>。 因 
此 ，《X， 米 ，0 ) 正 是 基数 为 y 的、 具有 条 件 (S) 的 真 BCH- 
代数 ， Q.E.D. 

由 这 个 定理 我 们 立即 可 以 对 真 类 问题 作出 肯定 回答 ， 即 下 
731]: | 
定理 10( 注 442)】 ”具有 条 件 (S) 的 真 BCH- 代 数 类 是 一 个 真 类 ， 

: Q.E.D. 

显然， 对 于 基数 问题 定理 9 没有 给 出 全 部 回答 ， 因 为 当 » 为 
有 限 基数 的 情形 ， 我 们 还 不 知道 是 否 存在 基数 为 py 的 具有 条 件 
(S) 的 真 BCH- 代 数 ， 现 在 ， 我 们 对 于 一 种 情况 作 一 些 讨 论 ， 

当 y<<3 时 ， 由 于 不 存在 基数 为 y 的 真 BCH- 代 数 ， 从 而 也 
不 存在 基数 为 ? 的 、 具 有 条 件 (5) 的 真 BCH- 代 数 ， 

当 y=4 时 ， 例 3 给 出 了 阶 为 4 的 具有 条 件 (S) 的 真 BCH- 
代数 (X7，， 水 "，107》。 

当 ?=2"， 1 六 2 时 ， 设 只 =m=- 2， 由 于 X CD 是 一 个 二 阶 的 | 
具有 条 件 〈S) 的 真 BCH- 代 数 ， 则 积 代数 
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多 =Xa(IDDXXs(DXx…XXs(IDXA/ 
是 ? 阶 的 、 具 有 条 件 〈S) 的 真 BCH- 代 数 。 

由 此 ， 我 们 得 到 了 下 列 ， 

定理 11( 注 43) ”对 于 任意 的 基数 y= 2",n 宇 2, 存在 阶 为 ?的 、 
具有 条 件 (S) 的 真 BCH- 代 数 。 Q.E.D， 

当然 ， 这 个 结果 还 没有 完全 解决 对 于 之 4 的 有 限 基 数 的 情 
形 。 因 此 ， 自 然 地 要 提出 下 列 问题 ， 

问题 3 ( 注 444】 ” 当 ? 为 之 4, 且 yy 到 2" 的 自然 数 时 ， 存在 基数 y 

的 具有 条 件 (S) 的 真 BCH- 代 数 吗 ? 这 是 作者 在 1983 年 11 月 提 
出 的 一 个 由 是 
。. 具有 条 件 〈$) 的 有 界 的 BCH- 代 数 和 

现在 来 讨 论 具有 条 人 (S) 的 BCH- 代 数 类 的 一 个 子 类 
一 一 具有 条 件 〈S) 的 有 界 BCH- 代 数 类 。 先 看 下 例 ， 

例 5 例 3 中 给 出 的 具有 条 件 〈S) 的 真 BCH- 代 数 是 有 界 
的 ， 最 大 元 〈 即 单位 元 ) 是 1， 

例 6 例 4 中 给 出 的 真 BCH- 代 数 ， 不 具有 条 件 CS) 的 性 
质 ， 但 是 它 是 有 界 的 ， 单 位 元 是 2 。 

例 7 设 (X 水 :0 是 例 3 中 给 出 的 具有 条 件 (S) 的 真 
BCH- 代 数 ，X:(I) 是 具有 条 件 〈S) 的 二 阶 的 真 BCI- 代数 。 设 
(XI 水，0》 是 (X: 水 ，0 和 X:(I) 的 积 代数 ( 见 例 页 .10。 
2) ， 则 〈%# 米 ，0 是 具有 条 件 〈S) 的 真 BCH- 代数 《由 定 
理 7 和 定理 页 。 8 。7 知 ) ， 且 它 不 是 有 界 的 〈 它 甚至 不 是 非 负 
的 ) 。 

例 8 设 和 ={0，1，2，3)}，X 中 的 二 元 运算 水 由 下 表 
给 出 ， : 
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则 (X， 沙 ，0 是 一 个 真 BCH- 代 数 。《X， 洲 ， 0 显然 不 是 有 
界 的 〈 因 上 面 的 乘法 表 容 易 看 出 ) 。 此 外 ，《〈X， 阔 ， 0 》 还 不 具 
有 条 件 〈S) 的 性 质 。 因 一 

-4(2，3)={0，1，2，3》 
中 没有 最 大 元 素 ， 注 意 ，X 中 元 素 间 按 “<” 不 能 构成 一 个 半 
序 ， 如 下 图 所 示 ， 


图 7 一 3 


其 中 箭头 所 示 方 向 是 按 二 由 小 到 大 的 方向 如 “2 一 1” 表示 
“2<<1”?., 

由 上 面 四 个 例子 我 们 可 以 得 到 下 列 ， 

定理 12( 注 445) ”具有 条 件 〈S) 的 有 界 真 BCH- 代 数 类 是 具有 
条 件 〈S) 的 真 BCH- 代 数 类 的 真子 类 ， 也 是 有 界 真 BCH- 代数 
类 的 真子 类 。 存 在 不 具有 条 件 (S) 的、 也 非 有 界 的 、 真 BCH- 
代数 ， 因 此 ， 
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具有 条 件 《S) 的 有 办 的 真 ,gy 


真 BCH- 代数 类 真 BCH- 代 数 类 “BCH- 代 数 类 


Q. E.D. 
1984 年 5 月 ， 西北 大 学 数学 系 八 〇 级 学 生 张 仲 选 研 究 了 具有 
”条 件 (S〉 的 有 界 的 BCH- 代 数 ， 得 到 了 几 个 结果 。 他 把 定理 工 ， 
6 .7 的 推论 推广 到 BCH- 人 代数， 得 到 了 下 列 ， : 
定理 13 如果 《Xf 水 ， 0 是 具有 条 件 《〈S) 的 有 办 BCH- 
代数 ， 那 么 对 于 任意 的 +EX 成 立 ， z 
zr。l=1.。7x=1, ro Nr= 1. : ‘<8) 
证 ”类似 于 定理 I。6 .7 的 推论 的 证 明 。 Q .上 上 .D。 
张 仲 选 还 得 到 下 列 ， z 
定理 14 ”如果 《X， 水，0 > 是 具有 条 件 〈5) 的 有 界 BCH- 代 
数 ， 那 么 对 于 任意 的 zx 和 yEX 有 
7T<zo。y ysz。yn (9 ) 
证 由 定理 更 *1l.13 知 有 ， 
(z 水 Z) 水 > 三 0 水 y= 0。 
故 zE A(xz,y)。 由 于 X 具 有 条 件 (S)，x。y 是 A(z,y) 中 的 最 大 
元 素 ， 从 而 zx 委 z。y。 


其 次 ， 由 于 
(y 冰 7?) 冰 y= (y 闵 y) 冰 z= 0 六 rz= 0， 
MW YE ACrs»), 故 y<z。y。 Q.E.D， 


' 注 1 上 面 证 明 的 第 二 部 分 也 可 由 定理 6 的 2 ) 及 所 证 过 的 
第 一 
BCH- 代 数 的 一 点 有 界 化 
oc 和 4 月 曲 实 京 把 BCK-- 代 数 的 一 点 有 界 化 推广 到 BCH- 
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代数 ， 得 到 下 列 ， 四 四 
定理 15 设 从 水，0 是 一 个 非 负 的 BCB- 代 数 ，cE 六 ， 
命 
= XU {a), 
z 沙 多 rx, YEX 
水 ': XY 冰 ’'y= 1; a， T=,，y 赤 a， 
0 ， y=Ga， 


则 CX’， 冰 '，0 ?是 一 个 有 界 的 BCH- 代 数 ， 且 称 之 为 (X， 水， 
0 > 的 一 氮 有 办 化 。 
证 “容易 验证 (X'， 水 '， 0 是 一 个 BCH- 代 数 。X/' 的 有 界 
性 是 由 于 ; | 

Z 冰 “ca= 0， VTEX’, 

. Q.E.D， 

注 2 在 验证 H-3 成 立时 要 用 到 X 的 非 负 性 。 定 理 15 中 X 的 
非 负 性 条 件 是 必 不 可 少 的 ， 

我 们 还 可 以 进一步 得 到 下 列 ， 

定理 16( 注 446) ”条 件 同 定理 15。 如 果 (X# 水 ， 0 是 具有 条 件 
(S) 的 ， 则 它 的 一 点 有 界 化 (X/， 冰 '，0 也 是 具有 条 件 〈S) 
的 。 反 之 亦 然 。 

证 “ 设 (X， 水 ，0 具有 条 件 (S) ， 现 证 它 的 一 点 有 界 
化 (X'， 炒 /，0》 也 具有 条 件 (S) 。 设 z 和 y 是 X’ 中 的 任 二 元 
素 。 由 于 X' 有 界 ， 故 A(z, y) 非 空 。 分 以 下 几 种 情形 讨论 之 ， 

1) xE€X,yEX。 我 们 断言 : 四 

Ax(z, y= Ax’ (zy)。 : (10) 
显然 有 Ax(zyyD)E Ar (xz,y)。 其 次 ，aE Ax' (x, ,这 是 因 
为 ; 
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(9 水 ^Z) 水 ”y= 4 冰 y= 4 六 0。 
这 就 证 得 了 〈10) 。 由 此 ，z。，…y?7=Z。*y。 
2 ) zx€EX, y=G。 则 有 
(G 阔 /zZ) 冰 /4G= 4 阔 /a= 0 。 
故 <EA(Gz9 从 而 zs 9 


3 ) z=a,yEX. 则 


Go y= Yo d= a, 
AX/ 从/ 


4 ) T= 0, y= 0,。, 则 
(a 沙 /0) .Kk a= 0 水/a= 0。 
故 cEA(a,oc)，, 从 而 oe 0 
天 


这 样 ，z 。y 总 存在 ,所以 CX/， 冰 /，0) 具 有 条 件 《S) ， 
现 证 其 道 。 设 非 负 BCH- 代 数 (X; 冰 ，0》 的 一 点 有 和 界 化 
《X'， 冰 '，0) 具 有 条 件 〔S》 的 性 质 ， 当 z,y 是 X 中 的 任 二 元 


素 时 ， 由 于 《10) 成 立 ， 仍 有 
zy TO, yEX. 


2 姓 ， 


所 以， 愉 ; 水 ，07 具 有 条 件 〈>) 的 性 质 。 
Q.E.D. 
张 人 选 利用 定理 16 的 第 一 个 结论 作 了 如 下 计算 ， 
由 于 例 3 中 给 出 了 一 个 四 阶 的 非 负 的 具有 条 件 〈5) 的 性 质 
的 真 BCH- 代 数 ， 记 为 入,， 它 的 一 点 有 界 化 记 为 Xe， 仍 是 一 个 
非 负 的 具有 条 件 〈>) 的 真 BLCH- 代 数 ， 是 五 阶 的 ， 其 乘法 表 为 ， 
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， 
其 中 4 EX, 我 们 再 取 Xs 的 一 点 有 界 化 ， 它 是 一 个 六 阶 的 非 负 的 


具有 条 件 〈5) 的 真 BCH- 代 数 ， 记 为 ^s， 其 乘法 表 为 : 
01234 5 


四 和 外 用 
人 
Le 


一 般 地 ， 当 n> 4 时 ，X。- ,的 一 点 有 界 化 为 X,， 是 一 个 4 阶 的 非 
负 的 具有 条 件 〈S〉 的 真 BCH- 代 数 ， 其 乘法 表 可 见 冰 .: 关于 对 
任意 的 大 于 4 的 自然 数 ”，X。 的 人 性质 (na 阶 、 非 负 、 具 有 条 件 
(S) 、 有 界 ) 可 由 数学 归纳 法 立即 推 知 。 这 样 ， 张 促 选 对 作者 
所 提出 的 问题 3 以 一 个 肯定 回答 ， 即 有 下 列 : 

定理 17 对 于 任意 的 自然 数 ?> 4 ， 存 在 基数 的 具有 条 件 
(S) 的 真 BCH- 代 数 . QE:D. 

这 个 结果 推广 了 作者 得 到 的 定理 11， 而 且 这 个 结果 和 定理 9 
合 在 一 起 便 完全 肯定 地 回答 了 具有 条 件 (S) 的 真 BCH- 代 数 类 
的 基数 问题 (注意 必须 y 宇 4). 
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站， 0 1 2 3 4 5 六 一 2 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 | 1 0 3 3 0 0 0 0 
>2|2 0 0 2 0 0 0 0 
3 3 0 0 0 0 0 0 0 
4 . 4 4 4 4 0 0 0 0 
5 5 5 5 5 5 0 :… 0 0 
对 
nm 7 一 20212721-27-2. 0 0 


8 一 了 nl nm-1n-1n-1n-1n-1 … 一 1 0。 
6 。 局 部 完备 性 和 完备 性 
在 本 节 的 最 后 ， 我 们 简单 地 介绍 一 下 完备 性 和 局 部 完 千 性 。 
在 第 二 章 36 中 ， 我 们 曾经 介绍 了 BCK- 代 数理 论 中 的 完备 性 和 局 
部 完备 性 的 概念 。 在 BCH- 代 数理 论 中 也 可 引入 完备 性 和 局 部 完 
备 狂 的 概念 。 
定义 3 (二 447) ” 设 ( 义 ， 炒 ,0) 是 一 个 BCH- 代 数 。 如 果 ~ 的 
每 个 子 集 A 有 最 小 的 上 界 《E A》， 记 为 ”i 
supA EA, .| GD 
那么 称 《X， 水 ， 0 > 是 完备 的 。 | - 
例 9 任意 的 完备 的 BCK- 代 数 都 是 完备 的 BCH- 代数 
例 10 例 3 中 给 出 的 真 BCH- 代 数 《X， 阔 ，0 ) 是 完备 的 、 
因 接 “和 <”，《〈X， 和 ) 是 一 个 全 序 集 ， 其 元 素 之 间 的 关系 如 下 
0——3—72—>1,.. 
其 中 箭头 所 示 方 向 为 由 小 到 大 的 方向 。 
由 此 例 可 知 成 立 下 列 ， 
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定理 18( 注 448} ”1) 存 在 完备 的 真 BCB- 代 数 。2 完 备 性 是 
3CH- 代 数理 论 中 的 一 个 固有 性 质 。 3 ) 完备 BCH- 代 数 一 定 是 
有 界 的 。4 ) 存在 有 界 的 、 但 非 完 备 的 BCH- 代 数 。5》 完 备 
BCH- 代 数 类 是 有 界 BCH- 代 数 类 的 真子 类 。 

证 ”1) 由 例 10 知 ， 存 在 完备 的 真 BCH- 代 数 。 

2 ) 南 于 定理 旦 .3 .6 ， 在 BCL- 代 数理 论 中 不 必 圭 论 有 界 
性 ， 从 而 不 必 讨 论 完备 性 。 故 完备 性 是 BCH- 代 数理 论 中 的 一 个 
图 有 性 质 。 

3 ) 设 (X， 米 ，0 是 任 一 完备 的 BCH- 代 数 。 按 定义 3， 
集合 X 己 X 有 最 小 的 上 界 ， 即 有 

rsupX EX, FTEX., 
从 而 ，supX 就 是 X 的 单位 元 ， 即 X 是 有 界 的 。 

4 ) 有 界 的 .但 非 完备 的 BCH- 代 数 的 一 个 例子 见 下 列 例 11， 

5 ) 出 3) 及 4 ) 知 ， 完 备 BCH- 代 数 类 是 有 界 BCH- 代 数 类 
的 一 个 真子 类 . Q.E.D. 

例 11 设 X=(0，1，2，3)},，X 中 的 二 元 运算 水 由 下 表 
给 出 ， | 


1;1 0 0 
2|2 1 0 2 
:| s an 


则 <X， 米 ，0 是-- 个 真 BCH- 代 数 。X 是 有 界 的 ， 因 2 是 单位 
元 。 按 和 去，X 中 的 元 素 可 排 如 图 7 -4 ， 
易 见 ，《〈X， 羡 ) 是 一 个 半 序 集 ，1 与 3 是 两 个 不 可 比较 的 元 
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一 人 
和 


图 7-14 


素 。 这样 ， 集 合 {1， 3 } 并 不 包含 其 元 素 的 最 小 上 界 。 因 此， 
不 是 完备 的 。 

1984 年 5 月 ， 张 仲 选 把 BCK- 代 数理 论 中 的 局 部 完备 性 推广 
到 BCH- 代 数理 论 中 ， 引 入 下 列 ， 

定义 4 设 人 (XI 水，0 ) 是 一 个 BCH- 人 代数。 如 果 X 的 每 个 子 
代数 Y 在 Y 中 有 最 小 上 界 ， 那 么 (X* 水 ，0 ) 称 之 为 局 部 完备 的 。 

” 例 12 每 个 局 部 完备 的 BC 玉 - 代 数 都 是 局 部 完备 的 BCH- 代 
数 。 

例 13 ”每 个 完备 的 BC 也 -代数 都 是 局 部 完备 的 。 

例 14 例 11 中 给 出 的 真 BCH- 代 数 人 X+， 阔 ，07> 是 有 界 的 ， 
但 不 是 局 部 完备 的 。 因 子 代数 {0 ，1 ，3 } 中 没有 最 小 上 界 ， 

显然 ， 有 下 列 结果 ， 

定理 19( 注 449)】 ”每 个 局 部 完备 的 BC 也 -代数 都 是 有 界 的 。 局 
部 完备 BCH- 代 数 类 是 有 界 BCH- 代 数 类 的 一 个 真子 类 。 

证 ”由 于 X 是 局 部 完备 BC 下 -代数 (入 水 ，0 > 的 一 个 子 代 
数 ， 故 X 中 有 最 小 上 界 ， 即 为 它 的 单位 元 。 因 此 ，《〈< 水 ，0) 
是 有 界 的 。 由 例 14 知 ， 第 二 个 结论 成 立 ， Q:E.D. 
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由 例 13 知 ， 
完备 BC 贡 -代数 类 王 局 部 完备 BC 了 -代数 类 ， (12) 

那么 (12) 中 的 包含 关系 是 否 真 包含 呢 ? 也 就 是 有 下 列 ， 

问题 4 ( 注 450) ”是 否 存在 一 个 局 部 完备 的 ( 真 )BCH- 代 数 ， 
而 不 是 完备 BCH- 代 数 ? 

这 是 迄今 尚未 解决 的 一 个 问题 ， 欢 迎 有 兴趣 的 读者 研究 这 个 
问题 。 

张 仲 选 给 出 了 局 部 完备 性 的 下 列 显然 的 特征 ， 

定理 20 ” 设 (X， 米 ，0 是 BCH- 人 代数。 那么 X 是 局 部 完备 
的 当 且 仅 当 XX 的 每 个 子 代数 《作为 BCH- 人 代数) 是 有 界 的 。 

Q.E.D。 

作为 定理 E。 6 "13 的 推广 ， 张 仲 选 得 到 了 下 列 ， 

定理 21 任何 局 部 完备 的 BCH- 代 数 是 具有 条 件 〈S》 的 。 

证 设 (X 水 ，0 是 一 个 局 部 完备 的 BCH- 代 数 。 由 定理 
19，X 是 有 界 的 。 设 a,b 是 X 的 任 二 元 素 。 由 定理 页 ,11.16 知 ， 
A (a，b) 是 X 的 一 个 子 代数 ， 由 局 部 完备 性 知 ， 于 代数 A(a，56) 
中 有 最 小 上 界 ， 因 此 ， - 

Go b=supA(a, b) EA(a, b). 

所 以 ，(X 阔 ，0 ) 是 具有 条 件 (S) 的 BCH- 代 数 。 Q.E.D 
注 9 局 部 完备 性 也 是 一 个 固有 人 性质. 
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第 八 章 ” 对 BCK- 代 数 .BCI- 代 数 和 
BCH- 代 数理 论 进 一 步 发 
展 的 一 些 看 法 


在 这 本 书 的 最 后 ， 我 们 特别 留 一 章 来 谈 谈 对 BCK- 代数 、 
BCI- 代 数 和 BCH- 代 数理 论 进一步 发 展 的 一 些 看 法 。 我 们 分 下 列 
几 个 问题 来 谈 ， 

1 。 已 经 形成 理论 

总 的 来 讲 ，BCK- 代 数理 论 、BCI~ 代 数理 论 和 BCH- 代 数理 
论 都 已 经 形成 独立 的 代数 理论 。 这 三 个 理论 出 现时 间 都 不 长 ， 
BCK- 代 数 和 BCI- 代 数 都 是 1966 年 被 引入 的 ， 而 BCH- 代 数 则 是 
在 1981 年 才 开 始 出 现 的 。 但 是 ， 经 过 一 批 数 学 工作 者 的 努力 ， 世 
们 都 已 有 较 丰 富 的 内 容 了 、 这 三 个 理论 都 研究 了 代数 的 性 质 ， 构 
造 新 代数 的 方法 、 理 想 理论 、 和 能 论 、 某 些 炎 型 的 代数 等 ， 分 别 引 
入 了 许多 概念 ， 得 到 了 大 量 的 结果 ， 尤 其 各 自 的 特性 已 有 不 少 被 、 
发 现 了 . 

2 。 尚 待 继 续 发 展 

然而 ，BCK- 代 数理 论 、BCI- 代 数理 论 和 BCH- 代 数理 论 都 
尚 待 继续 发 展 。 这 个 看 法 的 理由 是 ， 

第 一 ， 这 三 个 理论 本 身 都 还 不 够 完整 。 比 较 起 来 ，BCK-- 代 
数理 论 内 容 较 多 ， 而 BCI- 代 数理 论 和 BCH- 代 数理 论 实际 发 展 
时 间 都 不 长 ， 距 理论 的 完整 应 当 说 还 有 很 大 的 距离 ， 
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第 二 ， 还 有 一 批 问 题 没 有 解决 。 我 们 在 这 本 书 中 提出 了 一 
问题 ， 还 有 一 些 问题 是 明显 的 ， 我 们 并 没有 列 出 来 。 解 决 这 些 问 
题 无 疑 对 这 三 个 理论 的 发 展 是 很 重要 的 。 解 决 这 些 问题 ， 本 身 底 
是 使 这 三 个 代数 理论 进一步 发 展 . 

第 三 ， 将 会 出 现 新 的 研究 课题 、 新 的 方向 和 新 的 问题 。 进 一 
步 的 研究 ， 除 了 解决 已 有 的 问题 ， 必 然 会 出 现 新 课题 ， 新 方向 和 
新 问题 。 发 现 和 提出 问题 ， 然 后 去 研究 问题 和 解决 问题 ， 进 一 步 
再 发 现 新 间 题 ， 这 正 是 科学 研究 的 一 一 般 规律 。 这 三 个 代数 理论 的 
研究 自然 也 应 遵循 这 个 规律 . 

第 四 ， 汪 有 许多 薄 双 的 课题 尚 竺 进一步 研究 ， 我 们 只 要 箭 秆 
比较 这 本 书 的 各 章节 ， 就 能 发 现 不 少 薄弱 的 课题 。 而 这 些 地 方 必 
是 理论 开展 较 少 的 地 方 或 理论 研究 较为 困难 的 地 方 . 这 些 地 方正 
是 我 们 应 当 投 入 工作 之 处 。 

3 . 发 展 非常 迅速 

让 三 个 理论 的 发 展 速度 非常 决 ， 每 年 出 现 的 论文 记 信 增长 
从 国内 来 看 ， 现 在 已 有 几 十 位 数学 工作 者 投入 这 三 个 理论 的 工 
作 ， 已 出 现 了 大 量 成 果 ， 正 在 不 断 丰 富 这 三 个 理论 ， 

4 。 党 握 主 攻 方向 

大 批 数学 工作 者 投入 这 三 个 理论 的 工作 ， 必 然 使 这 三 个 理论 
丰富 和 充实 起 来 ， 然 而 ， 也 有 另 一 面 的 问题 ， 就 是 这 种 研究 完全 
带 有 “自由 ”的 倾向 ， 五 花 八 门 ， 容 易 忘 却 和 偏离 主攻 方向 ， 目 
前 这 三 个 理论 的 主攻 方向 应 当 是 什么 呢 ? 作者 认为 ， 内 在 性 质 的 
研究 应 是 主要 的 ， 就 是 说 ， 要 抓 住 这 三 个 理论 本 身 轩 有 的 性 质 ， 
固有 的 特征 ， 轩 有 的 特点 。 这 才 是 抓 住 了 它们 的 本 质 。 从 这 个 意 
义 上 来 讲 ， 这 三 个 理论 的 研究 ， 尤 其 是 BCI- 代 数理 论 和 BCS- 
代数 理论 的 研究 是 远 远 不 够 的 ， 
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5 。 注 意 联系 实际 

这 三 个 代数 理论 已 联系 到 格 论 、 群 论 、 簇 论 、 拓 扑 代 数 等 。 
这 种 联系 可 继续 去 研究 。 应 当 考 虑 的 一 个 重要 问题 是 ， 如 何 把 这 
三 个 代数 理论 与 实际 问题 联系 起 来 。 当 然 ， 这 并 不 影响 理论 上 进 
一 步 的 研究 。 

6 。 尽 力 发 挥 优势 

我 国 数学 工作 者 在 这 三 个 代数 理论 上 已 形成 一 定 的 优势 。 比 
较 起 来 ，BCH- 代 数理 论 是 我 们 提出 来 的 。BCI- 代 数理 论 的 主 
要 部 分 基本 上 是 我 国 数学 学 者 的 工作 。 因 此 ，BCI- 代 数理 论 和 
. BCH- 代 数理 论 的 研究 应 大 力 加 强 ， 尽 力 发 挥 我 们 的 优势 ， 大 大 
于 进 这 圭 理 论 。 当 然 ，B3CK- 代 数理 论 的 研究 也 是 需要 投入 一 
| 

。 积 极 组 织 队 伍 

一 步 开展 对 BCK、BCI 和 BCH- 1 代数 的 研究 ， 我 们 必须 
把 有 兴趣 的 数学 工作 者 都 组 织 起 来 ， 牢 牢 掌握 大 方向 ， 充 分 发 挥 
我 们 的 优势 ， 有 分 工 、 有 合作 ， 全 面 地 销 开 这 三 个 理论 的 研究 工 
作 。 在 开展 这 三 个 理论 研究 的 同时 ， 也 要 六 防 对 我 们 研究 工作 的 
各 种 破坏 活动 。 我 们 希望 国内 外 数学 界 〈 尤 其 是 代数 学 和 拓扑 学 
的 ) 前 辈 们 和 同行 们 都 能 支持 这 三 个 理论 的 研究 工作 。 我 们 也 和 希 
投入 这 三 个 理论 的 研究 工作 ， 不 断 地 、 
深入 地 开展 工作 ， 取 得 更 大 的 成 就 。 
”这些 意见 供 有 兴趣 的 读者 参考 。 
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1. 问题 了 .1.1, 这 是 作者 提出 的 一 个 问题 。 在 这 里 ,作者 实际 上 说 明了 
什么 是 真 类 问题 。 
2. 问题 了 .1,2, 这 是 作者 提出 的 一 个 问题 。 在 这 里 ,作者 实际 上 说 明了 


什么 是 基数 问题 。 


3， 问 题 了 .1.3, 这 是 作者 提出 的 一 个 问题 。 在 这 里 , 作者 实 际 上 说 明了 
什么 是 真子 类 问题 。 
4。 引 理 了 .1.2, 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
， 定 理工 .1.1, 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
。 推 论 了 .1.2, 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
。 定 理工 .1.2, 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
8。 定 理 凡 .2.2, 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 请 参看 [28] 。 
9。 引 理 ,2.2, 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
10。 害 更 【2.4 是 作 者 得 到 的 一 人 结果 
。 引 理工 .2.4 和 引 理 了 .2.5, 这 里 作者 首次 明确 地 给 出 (cf519]p.5)， 
这 样 做 突出 了 它们 本 身 是 BCK- 代 数 和 可 换 BCK - -代数 的 性 质 。 
12。 定 理工 . ?2.7 是 作者 得 到 的 一 个 结 昌 。 
13。 定 理工 .2.9 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
M。 十 加 ,2.10 是 作者 得 到 的 一 个 结果 
。 定 理 开 .3。1， 这 是 作者 得 到 的 有 界 BCK- -代数 的 一 个 特征 福 质 , 其 必 
要 性 已 由 李 丹 [45] 得 到 。 
16。 定 理工 ,3.5 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
17。 定 理 了 .3.6 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
18。 引 理 证 .3.1 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 


x 中 0 
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19。 引 理 T.3.2 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
0 
1。 何 下 .4.2, 这 是 作者 给 出 的 一 个 反例 ,说 明了 正定 关联 BCK -代数 类 
BCk 六 数 类 的 一 个 真子 类 。 

22. 例 工 .4.6, 这 是 作者 给 出 的 。 

23。 征 还 工 。.4.3 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

24. 定理 工 .4.4 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

25. 定理 工 .4.6 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

26。 问 题 工 .4.3 是 作者 提出 的 一 个 问题 。 

27。 定 青 工 -5.2 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

28， 定理 工 .5.3 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

29。 定 理工 .5.4 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

30。 定 理工 .6.3 是 作者 得 到 的 - 一 个 结果 。 

31。 定 理 了 .6.4 及 例 工 ..6 是 作者 得 到 的 一 个 结果 
32、。 定 理 下 .6.5 及 例 丰 .6.8 是 作者 得 到 的 一 个 结果 
33。 定理 下 .6.6 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

。 定 理 了 .6.9 的 充分 人 性 证 明 是 作者 给 出 的 。K .Iséki 在 “On BCK- 
algebras with condition (S) ” (Math.Jap.24, No.6 (1980) ， 
625 一 626》 中 给 出 的 充分 性 证 明 有 缺陷 。 

35、 定 理工 .7.3 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
36。 问 题 工 .7。1 是 作者 提出 的 一 个 问题 。 
37。 定 义 王 .8。1 是 作者 引进 的 一 个 概念 。 
38。 定 理 王 .8.1 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
39。 定 理工 ,8.2 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
40。 定 理工 .8.5 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
41。 定 理 T.8.8 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
42。 定 理工 .8.9 是 作者 利用 定理 工 .8.8 得 到 的 一 个 结果 。 
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43。 定 义工 .8.8 是 作者 对 于 一 切 理想 皆 是 关联 理想 的 BCK- 代数 的 一 
个 名 称 ,作者 认为 ,这 个 名 称 较为 恰当 。K.Iseki 和 S.Tanaka 在 “Ideal the- 
ory of BCK -algebras” (Math.Jap,.21 (1976 ) ，351 一 366 ) 中 称 之 
为 关联 BCK -代数 。 这 与 定义 芋 .5.1 将 会 混淆 。 

42。 定 埋 卫 .8.16, 这 是 J.Ahsan 和 A.B.Thaheem 在 *On ideals in 
BCK-algebras” (Math.Sem,.Notes, Vol,.5 (1977) ，167 一 172) 一 
文中 的 定理 1,1。 但 是 原文 中 该 定理 缺少 “ 非 平 凡 的 ”条 件 。 显 然 ， 平 凡 的 
BC 人 -代数 是 有 界 的 ， 见 例 工 .3.1， 但 是 它 不 能 包含 一 个 极 大 理想 。 而 且 这 
个 定理 的 证 明 必须 要 有 “ 非 平 凡 的 ”条 件 。 

43、 定义 在.9.4 ,这 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 

44。 定义 .9.5 ,这 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 

45。 定 理工 .9.5 ,这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

46。 定 理工 .9. 6 ,这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

47。 定 理 了 .9.10, 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

48。 定 义工 .9.7 ,这 是 作者 引入 的 一 个 记号 。 

49。 定 理 了 .9。12, 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

50。 定 理 了 .9,13, 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

51. 引 理 工 .9. 3 ,这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

52。 定 理 1.9.14, 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 ,J.Ahsan 和 A.B.。Thahe- 
en 在 本 注 记 [42] 中 一 文中 曾 给 出 定理 2.3，“ 设 XX 是 一 个 BCK- 代 数 和 A 是 义 
的 一 个 理想 ,那么 存在 X 的 理想 和 X/A 的 理想 之 间 的 一 个 一 一 对 应 , 使 得 Je 
J/A”。 这 个 结果 是 有 问题 的 。 作 者 的 这 个 结果 比 之 更 明确 ， 而 不 致 于 出 现 
问题 。 男 外 ， 作 者 还 明确 地 给 出 了 引 理 2.4 和 5， 尤 其 是 给 出 了 引 理 4 的 证 明 - 
和 引 理 5 中 “P 《DD =T” 这 一 结果 。 因 此 ， 不 能 认为 作者 这 一 结果 〈 卫 ， 
3.14》 只 是 一 个 改进 ， 而 事实 上 是 新 结果 。 

53。 定 义工 .10。1, 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 

54。 钙 义工 .10。2, 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 

55， 定 理 T ,10,5, 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
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56。 定 理 了 .10.6 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

57。 定 理工 ,10.7 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 当 | 11= 2 时 有 界 性 是 可 积 性 
的 证 明 ， 李 丹 [452 已 给 出 。 

58。 定 理工 .10.。 9 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

59。 定 理工 ,10,10 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

60。 引 理工 .10. 3 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

61。 引 理工 .10。4 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 它 推 1 了 作者 的 结果 引 
理 芋 .10.3。 

62。 定 理工 .10。.12 是 作者 得 到 的 一 个 结果 , 它 推广 了 用 .Iseki 的 定理 
10、11.。 后 者 见 及 .Istki，BCK-algebras with condition (S) ，Math 
Japonica 24，No，1 (1979) ，107 一 119， 中 的 定理 5 。 

63。 定 理工 .10.13, 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

64。 定 义工 .11. 1 ,这 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 

65。 定 理工 .11。8 ,这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

66。 征 理工 .11. 9 ,这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

67。 定 理工 .11.10, 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

68。 定 义工 .12。3 ,这 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 

69。 定 理工 .12。 3 ,这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

70。 定 理工 .12。 4 ,这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

71。 定理 1 .12.6， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

72。 定 理工 .12.9， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 : 

。 例 于 .1.4， 这 是 作者 给 出 的 一 个 实际 例子 〈 真 BCI- 代 数 ) 。 

74。 定理 下 .1.3， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

75。 和 定义 下 .1.3 后 的 注 , 这 是 作者 得 到 的 -- 些 结 果 和 引入 的 一 - 一 些 概念 、 
记号 。. 

76。 引 理 下 .1。1 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

77。 定理 下 .1.4 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

78. 定理 了 .1.5 是 作者 得 到 的 一 个 结果 , 雷 天 德 [15] 中 也 得 到 了 这 一 结 


+ 
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。 定 理 直 。 
。 和 定理 夏 。 
。 和 定义 页。 
。 定 理 划 。 


1.6 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

2.8， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 ， 见 [31 一 32]。 
3.1 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 

3.2 及 其 证 明 ， 这 是 作者 给 出 的 。 


83. 定理 时。3。3 的 第 二 个 结论 , 这 是 作者 给 出 的 真 BCI- 代数 的 一 个 特 


84。 和 定理 下 。4。.2 及 其 推论 ， 这 是 作者 得 到 的 结果 。 

85。 定 义 丰 .4.2， 这 里 作者 引入 了 两 个 算 子 HCx，y) 及 H(zx)。 

86。 定 理 丰 .4.3 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

87。 定 理 下 .4.5, 这 是 Kelséki 及 A.B.Thaheem 在 [51) 中 提出 来 的 。 
但 是 ， 在 C51) 中 对 该 结果 的 证 明 作 者 认为 是 错误 的 〈 见 [51] 命 题 2) ， 这 里 
的 证 明 是 作者 给 出 的 。 

88。 定 义 下 。4。3 是 作者 引入 的 一 个 概念 

89。 定 理 丰 .4.6 是 作者 给 出 的 一 个 结果 。 

90。 定 理 下 .5.2， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 由 此 ， 作 者 引入 了 任意 一 
族 BCI- 代 数 的 积 代数 。 


91。 
92。 
93。 
94。 
95 。 
96 。 
97 。 
98 。 
99 。 


定义 下 。 
定义 夏 。 
定理 是 
定理 自 。 
定理 有. 
定理 夏 
定义 夏 。 
定理 丰 。 
定义 于 。 


5.1， 这 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 
5.2， 这 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 


.5.3， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 


5.4， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
5.5， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 


.6.2， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 


6.2， 这 是 作者 引入 的 五 个 概念 。 
6.5 是 作者 和 西北 大 学 数学 系 八 〇 级 学 生 李 欣 一 起 得 到 的 。 
6.3， 这 是 作者 和 李 欣 一 起 引入 的 一 个 记号 L(X)。 


100。 和 定 弄 和。6。9 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
101。 定 理 划 ,6.10 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
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.定理 于 .6.11 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
. 引 理 下 .6. 1 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
.定理 于 .6.12 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
定义 丰 .6.4 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 
.问题 于 .7.2 是 作者 提出 的 一 个 问题 。 尚 未 解决 。 


定义 页 .8.2 是 作者 引入 的 一 个 概念 ， 参 看 (353。 


。 定 义 丰 .8.3 是 作者 引入 的 一 个 概念 ， 参 看 [352。 
定义 .8.4 是 作者 引入 的 一 个 记号 。 
。 定 理 古 .8.2 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
。 定 理 责 .8.3 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 


定理 下 .8.4 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 


。 定 理 卫 .8.5 是 作者 得 到 的 一 个 结果 ， 见 [357。 
。 定 理 素 .8.5 的 推论 ， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 ， 见 [35]。. 
。 定 理 丰 .8.6 是 作者 得 到 的 一 个 结果 , 见 [357。 
.定理 页 .8.7 是 作者 得 到 的 一 个 结果 , 见 [35]。 

。 定 理 页 .8。9 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

。 定 理 夏 .8.10 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

。 定义 夏 .8。5 ， 这 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 见 C353。 
.定理 下 .8.11 是 作者 得 到 的 一 个 结果 ， 见 [35]。 

。 定 理 丰 .8。12 是 作者 得 到 的 一 个 结果 ， 见 [35]。 

。 和 定义 下 ,8.。6 是 作者 引入 的 一 个 丢 念 。 

。 定 理 页 .8.13 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

。 定 义 下 .8.7 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 

。 定 义 直 .9. 3 ， 这 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 


定理 对.9。5 ， 这 是 作者 得 到 的 一 个 站 果 。 


。 定 义 于 ,9. 4 ， 这 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 
， 定 理 页 ,9。 6 ， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
. 定理 中 .9. 9， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 ， 


130、 定理 了 .9.11， 这 是 作者 得 到 的 -一 个 结 里 。 

131。 定 理 芷 .9.12， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

132。 定 理 下 .9.13， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

133， 定 理 夏 .9.14， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

134。 写 型 于 .9.15， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
135。 定 再 下.9.16， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

136。 定理 于 .9.17， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
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. 定义 了 .1.1。 前 作者 引入 了 推广 性 质 和 固有 性 质 这 两 个 概念 。 
38。 定 义 丁 .1.3， 这 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 

.定理 下 .1.5， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 见 [34]。 

. 定理 四 .1.6， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 见 [34]。， 

.定义 了 .1.4， 这 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 

. 定理 四 .1.7， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

. 定 埋 耻 ,1.7 的 推论 ， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

.定理 了 .1.8， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

.定义 陡 .1. 9 ， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 


146。 定 理 目 .1.10， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
147. 


定理 了 .1.a1， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 


.定义 耳 .1.12， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
.定理 .1.13， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
， 定 理 耳 .1.14， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
. 定义 四 .1.5， 这 是 作者 引入 的 一 个 概念。 
.问题 了 .1， 这 是 作者 提出 的 一 个 问题 。 

.定理 耳 .1.15， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 


、 定理 了 .1.16， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
”158., 


定理 了 .1-17， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 


。 定 理 了 .1.17 的 推论 ， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
。 定 理 下 .1.18， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 


158。 定 理 育 .2.2， 作 者 在 1982 年 11 月 得 到 了 这 个 结果, 见 [33】 雷 居 
德 也 独立 地 得 到 了 这 个 结果 ， 见 C40J; 关于 这 个 情况 可 参看 [153。 
”159， 定 理 耳 ,2.3， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 ， 见 [333。 在 [5 二 中 作者 
和 .1séki 还 联名 发 表 了 这 个 结果 。 

160. “定理 了 .3.2 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

61。 定理 了 .3.4 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

162、 定理 .3.5 是 作 关 和 到 的 个 结 了 

163。 定 理 入 .3.6 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

164。 定理 耳 .3.7 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

165。 引 理 耳 .3.1 和 引 理 耳 .3.2 是 作者 得 到 的 两 个 结果 。 

166。 定理 耻 .3。9 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

167。 定 理 耻 .3.10 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

168。 定 理 四 .3.11 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

169. 定理 了 .3.13 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

170。 引 理 秆 .3。3 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

171。 和 定理 了 .3.14 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

172。 定 义 了 .4.1 是 作者 引入 的 -者 概念 。 

173。 定义 也 .4.2 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 

174。 定义 了 .4.3 是 作者 引 入 的 一 个 概念 。 

175。 定 理 卫 .4.1 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

176。 和 内 理 了 .4.2 是 作者 得 到 的 一 一 个 结果 。 
177。 定 理 了 .4.3 是 作者 得 到 的 一 个 续 果 。 
178。 定义.4.4 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 
179。 定 义 寻 ,4.5 是 作者 引入 的 -个 概念 。 
180。 例 下 .4。1， 这 是 作者 给 出 的 。 作者 在 这 里 称 之 为 BCK- -性 下 自负 


181。 定义 下.4.6 是 作者 作 引 入 的 一 -个 概念 。 
182。 和 定理 了 .4.4 是 作者 作 引 入 的 一 个 结果 。 


183 。 
184。 
185 。 
186 。 
187 。 
188 。 
189 。 


190。 
19。 
192。 
193 。 
194 。 


198 。 


见 [28]。 


定义 下 .4。 
定义 下 .4。 


定理 也 .4 


定理 Y 。1. 
定理 了 。1。 
定理 YY 。1。 


7 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 
8 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 


.5 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
定理 了 .4。 
定理 时 .4。 
定义 了 。1。 
定理 Y .1。 


6 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

8 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

1 是 作者 和 民 .Istki 引 入 的 ， 见 [27 一 28，50]。 

1， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 实 际 上 (27] 中 已 指出 


2 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
3 是 作者 得 到 的 一 个 结果 ， 见 [33,50]。 
4 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 


问题 Y .1 是 作者 提出 的 一 个 问题 。 


定理 .1 


.5 是 作者 得 到 的 一 个 结果 ， 见 C31，32]。 


定理 Y .1.5 的 推论 ， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

196。 定 理 V 。1.6 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

197。 定 理 了 .2.1， 这 是 作者 各 KK.Is6ki 共 同 得 到 的 结果 , 见 [26]。 
198。 定 理 V .2。1， 的 推论 1 ， 这 是 作者 和 K*Iséki 共 同 得 到 的 结果 ， 


199 。 定 天 T .2.2。 这 是 作者 和 玫 .Js6ki 革 同 得 到 的 结果 ， 兄 [287。 
200。 定 理 V .2.3， 这 是 作者 和 下 .Js6ki 共 同 得 到 的 结果 ， 见 [28]。 


201。 定 理 了 T .3.4， 这 是 作者 和 开 *Is6ki 共 同 得 到 的 结果 ， 


狗 k28J。 


202。 定 理 V .2.5， 这 是 作者 和 开 。Is6ki 共 同 得 到 的 结果 ， 见 [28]。 
定理 V .2.6， 这 是 作者 和 开 *Iskki 共 同 得 到 的 结果 ， 此 即 定理 


203 。 
V .2.5。 
204。 
205 。 
206 。 
207。 


定理 站 。2。 
定理 了 。2。 


7， 这 是 作者 得 到 的 结果 。 f 
8， 这 是 作者 和 K*Isé6ki 共 同 得 到 的 结果 , 见 [28]。 


定理 VY .2.9， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 


定理 V .2。 


9 后 的 注 ， 作 者 在 这 里 提出 运算 交换 性 的 名 称 ， 参 看 
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[28]。 
208. 定理 Y .3.1， 这 是 作者 得 到 的 一 个 绪 来 ， 见 [313。 
209. 定理 VY .3。.2，- 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
210. 定理 VY .3.3， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 ， 见 [312。 
211。 定 理 V .3.4， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 ， 见 5C31]。 
212。 定 刑 V .3.5， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 ， 见 [E312。 
213。 定 理 V .3.7， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 ， 见 C31。 
214。 定 理 V .3.8， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
215。 定理 Y .3.9， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
216。 和 定理 V3.10， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
217。 定理 了 .3.11， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
，218. 定理 Y .3.12， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
219。 定 带 V .3.13， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 ， 见 [31)。 
220。 定 理 V .3.14， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
221。 定 理 V .3.15， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
222。 定 理 V .3.16， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
”223。 引 理 V .3.1， 这 是 作者 得 到 的 一 个 鳍 果 。 
224。 引 理 V .3.2， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
225。 引 理 .3.3， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
226。 引 理 了 .4.2， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 ， 见 [34]。 
227。 定理 .4.1, 这 是 必 者 得 到 的 一 小 结果 ， 见 C34]。 
228。 引 理 .4.3， 这 是 首 者 得 到 的 一 个 结果 ， 见 [34]。 
: … 229。 定 理 Y 4.2， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 ， 见 [34] 。 
230。 定理 VY .7.11 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
231。 定 理 V .7.11 的 推论 ， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
232。 定 理 V .7.12 是 作者 得 到 的 一 个 销 果 。 
233。 引 理 Y .7。1 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
234。 引 理 V .7。2 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 


235。 定 理 了 .7.13 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

236。 定 理 了 .7.15 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

237。 定 理 Y .7.17 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

238。 定 型 Y ,7.19 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

239。 定 义 V .8. 1 是 作者 和 李 欣 一 起 引入 的 -- 个 概念 。 

240。 定 理 .8。1 是 作者 和 李 欣 一 起 得 到 的 一 个 结果 。 

241。 定 理 Y .8。2 是 作者 和 李 欣 一 起 得 到 的 一 个 结果 。 

242。 定 理 V .8。3 是 作者 得 到 的 -个 结果 。 

243。 定 理 V.8。 4 是 作者 积 李 欣 一 起 得 到 的 一 个 结果 。 

244。 定 理 V .8。5 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

245。 定 义 V。8。2 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 

243。 定 理 VY .8. 6 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

247。 定 理 Y .8。7 是 作者 和 李 欣 一 起 得 到 的 一 个 结果 。 

248。 引 理 V .8。1 是 作者 和 李 欣 一 起 得 到 的 一 个 结果 。 

249。 引 理 Y .8. 2 是 作者 和 李 欣 一 起 得 到 的 一 个 结果 。 
250. 引 理 VT .8. 3 是 作者 和 李 欣 一 起 得 到 的 一 个 结果 。 

“251。 定理 了 .8.13 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

252。 定 理 Y .8.14 是 作者 和 李 欣 一 起 得 到 的 一 个 结果 。 

253。 定 义 页 .1。4 是 作者 引入 的 一 个 概念 ， 见 [36]。 

254。 定 义 页 .1。5 是 作者 引入 的 一 个 概念 ， 见 5362。 

255。 定 义 下 .1.6 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 

256。 定 理 页 .1。1 是 作者 得 到 的 一 个 结果 ， 见 [362。 

257。 定 型 页 .1。2 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 见 (36j。， 

258。 定 理 页 .1。3 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 z 

259。 引 理 有 .1。 3 是 作者 得 到 的 一 个 结果 ， 见 [363。 

260。 定 理 页 .1.4 是 作者 得 到 的 一 个 结果 ，、， 见 [362。 

261。 定 理 页 .1。5 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

262。 引 理由 .1. 4 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 


263 。 


264。 
265 。 
266 。 


277 。 
278。 
279。 
280 。 
281。 
282。 
283。 
284。 
285 。 
286 。 
287 。 
288 。 
289 。 


468 


定理 页 .1. 6 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
定理 页 .1。 7 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
定理 页 .1。 8 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
定义 页 .2。4 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 [53] 。 


。 定 义 责 .2.5 是 作者 引入 的 一 个 概念 ,5532 对 于 BCK- 代 数 , 见 [522。 
。 定 理 责 .2。 2 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

。 引 理 下 。2。 1 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 对 于 BCK- 代 数 ， 见 (52]。 
。 引 理 页 .2.2 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 对 于 BCK- 代 数 ， 见 [52] 。 


引 理 ,2.3 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 对 于 BCK- 代 数 ， 匈 [552]。 
定理 页 .2.3 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

定义 页 .2.6 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 

定理 下 .2.4 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。[53] 

注 下 .2.1 实 际 上 是 作者 得 到 的 一 个 结果 ， 比 552] 中 所 得 结果 要 规 ; 


。 定 理由 .2.5 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。[53] 


定理 再.2.5 的 推论 1 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

定理 页 .2.5 的 推论 2 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 见 553] 
定理 页 .2.5 的 推论 3 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

定义 下 .2.7 是 作者 引入 的 一 个 概念 ， 见 [53]。 
定理 页 .2,6 是 作者 得 到 的 一 个 结果 ， 见 553。 
定理 页 .2.7 是 作者 得 到 的 一 个 结果 ， 见 [C53]。 
定理 页 .2.7 的 推论 是 作者 得 到 的 一 个 结果 ， 见 553)。 
定义 下 .2. 9 是 作者 引入 的 一 个 概念 ， 见 [53]。 
定义 页 .2.10 是 作者 引入 的 一 个 概念 ， 见 [53D。 


定义 页 .2.11 是 作者 引入 的 一 个 概念 ， 见 [C53]。 
定理 页 ,2。 8 是 作者 得 到 的 一 个 结果 ， 见 [53]。 


定理 页 .2。 8 的 推论 是 作者 得 到 的 一 个 结果 、 见 [53]。 
定理 由.2.。 9 是 作者 得 到 的 一 个 结果 ， 员 [53)。 


2399 。 
300 。 


303 。 


317 。 


。 定 理 
。 定 义 百 
。 定 理 机 
。 问 题 观 
。 和 定义 而 
。 问 题 入 
,定理 页 
。 定 理 责 
。 问 题 页 ，。 
定理 友 。 
.2。2， 
.2.3， 
.2。4， 
,2.5， 
.2。1， 
.2.6， 
.2.7， 


定理 由 


旧 定理 但 
。 问 题 页 


定理 前 
定义 页 


定理 本 
,定理 机 
定理 页 。 
定义 瑟 。 
， 定 理 斑 。 
， 定 理 下， 
3， 
定理 华 。 
， 定 理 机 
.定理 机。 
， 定 再 本 
， 定理 到。 
定义 豆 。 


定理 站 


1.4, 
2.1， 


2.8, 
3。1, 
3。1， 
3。2， 


3。4， 


"3.9， 


3.6, 


<。3。7， 


3.8， 
3.2, 


.2.10 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
.1.1, 
。1.1, 
»。1.1， 
。1,2, 
。1 .2， 
.1 .2， 
,二 .3， 


这 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 见 C37]。 
这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 ， 见 [37]。 

这 是 作者 提出 的 一 个 问题 ， 见 [37]。 

这 是 作者 和 李 新 引入 的 一 个 概念 ， 见 [38]。 
这 是 作者 和 李 新 提 出 的 一 个 问题 ， 见 C38]。 
这 是 作者 和 李 新 得 到 的 一 个 结果 ， 见 C38]- 
这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

这 是 作者 提出 的 一 个 问题 。 

这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 ， 见 [372。 

这 是 作者 和 李 新 得 到 的 一 个 结果 ， 见 [38]。 
这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

这 是 作者 提出 的 一 个 问题 。 

这 是 作者 和 李 新 得 到 的 一 个 结果 。 见 [38]。 
这 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 
这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 ， 
这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 ， 
这 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 
这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
这 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 


见 [373。 
见 C372， 


见 537D。 
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318。 定义 从 .4.1， 这 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 
319。 定 理化.4.1， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
320。 定 理 丰 .4.2， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
” 321。 定义 机 .4.2， 这 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 
322。 问 题 骨 .4.1， 这 是 作者 提出 的 一 个 问题 。 
323。 定 理 下 .4.3， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
324。 定 义 媳 .4,3， 这 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 
325。 定义 奸 .5.1， 这 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 
326 。 定 理 脾 .5.1， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
327、 定 理 夏 .5.2， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
328。 征 理 旬 .5.3， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 见 [37]。 
329。 定 理性 .5.4， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
330。 定 义 页 .5.2， 这 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 
331。 定 理 页 .5.5， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
332。 定 理 各 .5.6， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结 
333。 定理 至 .5.7， 这 是 作者 和 李 新 得 到 的 一 个 结果 ， 见 [38]。 
334。 定义 芷 .5.3， 这 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 
335。 定理 但 ,5.8， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
336 .定理 可 .5.9，. 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
337。 定理 到 .5.10， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
338。 定 义 妈 .6。1 ， 这 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 
339。 定 理 下 .6.1 ， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
340。 定 理 页 .6. 2 ， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
341。 定理 至 .6.。3 ， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
342。 定 理 尼 .6. 4 ， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
343。 定理 页 .6.5 ， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
344。 定 理 公 .6.6 ， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
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345。 定 理 厦 .6. 7 ， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

346。 定 理 豆 .6. 8 ， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

347。 定 义 页 .6。 2 ， 这 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 

348。 定 理 私 .6. 9 ， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

349。 定 理 大 .6,10， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

350。 定 理 伍 .6。11， 这 起 作者 得 到 的 一 个 结果 ， 

351。 定 理 弟 .7,1 是 作者 得 到 的 一 个 结果 ， 其 中 还 引入 了 一 族 非 负 的 
BCH- 代 数 的 并 代数 的 概念 。 | 

352。 定 理 丰 ,7。2 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

353。 定 理 公 .7。3 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

354。 定 理 姬 .7. 4 是 人 省 得 到 的 一 个 结果 。 

355。 定 理 放 .7?。5 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

356。 定 理 且 .8.1， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结 采 。 见 [C37]。 


357。 
358。 


366 。 
3617 。 
368 。 
369。 
370。 


371。 


定理 再 。8.2, 
定理 下 .8。1， 
定理 但 。8.3, 


。 定理 但 .8.4， 
。 定理 和 到 .8.5， 
。 定理 性.8.6， 
。 定理 看 .8.7， 
。 定理 页.8.8， 
。 定理 证 .8.9， 


定义 看 .9.1， 
定义 看 .9.2， 
定义 克 .9.3， 
定义 证 .9.4， 
定理 证 .9.1， 
定理 全 .9,2， 


这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
这 是 作者 引入 的 一 个 和 概念。 
这 是 作者 得 到 的 一 个 结 时。 
这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
这 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 
这 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 
这 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 
这 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 
这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
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。 定 理 至 .9.3， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

.定理 下 .9.4， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

。 定理 看 .9.4 的 推论 ， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

。 定 义 下 .9.5， 这 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 

。 定 理 赃 .9.5 ， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

。 和 定理 责 .9.6 ， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

。 定 理 页 .9. 7 ， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

。 定理 着 .9。7 ， 的 推论 ， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
。 之 理 秆 .9.8 ， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

。 候 理 下 .9。 9 ， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 


定理 可 .9.10， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 


。 和 定 畦 僵 .9.10， 的 推论 ， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
. 注 证 .9. 3 ， 这 里 实际 上 作者 给 出 了 一 个 结果 。 

。 定 理 夺 .9.11， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

。 定 义 页 .9.。 6 ， 这 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 

- 定理 看 .9.12， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
.定理 页 .9.13， 这 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

定义 页 .9。 7 ， 这 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 


定理 到 .9.14，, 这 是 作者 得 到 的 一 个 绪 果 。 


. 定义 由 .9. 8 ， 这 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 

。 定 理 碍 .10。3 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

.定理 下 .10. 4 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

。 先 理 食 10。5 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

”定理 证,10. 6 是 作者 和 黄 秦 安 一 起 得 到 的 结果 。 


冠 义 夏 .10.1 是 作者 给 出 的 两 个 概念 。 


。 定理 到 .10。 7 其 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
。 从 义 置 .11,1 是 作 洪 引入 的 一 个 概念 。 
定理 三.11.1 是 作者 得 到 的 一 个 结果 


人 


400 。 


401, 
;402。 


403。 
404。 
405 。 
406 。 


定理 大 .11.2 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
定理 值 ,11.3 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 


定理 看 .11.4 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 


定义 下 .11.2 是 作者 引入 的 一 个 概念 . 
定理 大 .11.5 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
定义 下 ,11.3 是 作者 引入 的 一 个 概念 ， 
定义 下.11.4 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 


。 定 理 妈 .11.6 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

。 定 理性 .11.7 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 

。 定 理 页 .11. 8 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
。 定 理 页 ,11。9 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
。 定 理 本 .11.10 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
。 引 理由 .11。2 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
。 引 再 可 .11。3 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
。 引 理惠 .11。 4 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
。 定 理 下 .11,11 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
.定理 责 ,11.12 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
.定理 页 .11.14 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
。 定 义 丰 ,12.1 是 作者 和 医 彦 一 起 引入 的 一 个 慨 念 。 
。 定 义 克 .12.2 是 作者 和 薄 疹 一 起 引入 的 一 个 慌 念 。 
。 定 理 放 ,12.2 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
。 定 理性 .12.2 的 推论 是 作者 德 到 的 一 个 结果 。 
。 定 理 责 .12.3 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 


定理 三,12,4 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 


。 定 理 下 ,12.5 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
。 定 理 贾 .12.6 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
。 定 理 下 .12.7 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
， 定 义 下 .12,3 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 
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428。 定 义 性 ,12.4 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 
429。 问 题 杆 .12.2 是 作者 提出 的 一 个 问题 。 
430。 定 义 硬 .13.1 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 
431。 定 理 丰 .13.1 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
432。 定 理 夏 .13.2 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
433。 定 理 针 .13。3 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
434。 定 义 凡 .13.2 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 
435。 定 理由 .13.4 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
436。 定 理 页 .13.5 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
437。 定 理 仁 .13.6 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
438。 定 理 厦 ,13.7 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
439。 引 理 页 .13。1 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
440。 定 理 食 .13.8 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
441。 定 理 奢 .13.9 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
442。 钙 理 下 .13。10 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
443。 定 理 下 .13。11 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
444。 问 题 表 .13.3 是 作者 在 1983 年 11 骨 提出 的 一 个 问题 1934 年 5 月 消 
仲 选 已 对 这 个 问题 予以 肯定 回答 ， 见 定 理 杂 .13.17。 
445。 定 理 夏 .13。12 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
446。 定 理性 ,13。.16 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
447。 定 义 症 .13。 3 是 作者 引入 的 一 个 概念 。 
448。 定 理 表 .13.18 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
449。 定 理 姐 .13。.19 是 作者 得 到 的 一 个 结果 。 
450。 问 题 媳 .13。4 是 作者 提出 的 一 个 问题 。 (这 个 和 问题 是 在 1984 年 5 
月 提出 的 ， 返 今 尚 未 解决 。) 
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TEN 和 
定义 | 80 6 | 
问题 | 1 | 1 | 1 
计 ] 422 | 28 | ‘90 
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汉 语 


伴随 群 

伴随 代数 
BCH- 代 数 

一 的 同 态 
一 的 同 构 
一 的 子 代数 
一 的 积 代数 
非 负 的 一 

有 界 的 一 
拟 可 换 的 ~ 
有 限 的 ~ 
具有 条 件 (S) 
的 一 
完备 的 一 

局 部 完备 的 一 
BCI- 代 数 
真一 » 
~ 的 同 态 

~ 的 同 构 
一 的 反 同 沪 


名 词 索 引 


( 汉 英 对 照 ， 按 汉语 拼音 编 序 ) 


英 语 
B 


adjoint group 
adjoint algebra 
BCH-atgebra 
homomorphism of 一 
isomorphism of 一 . 
sub-algebra of 一 
product atgebra of 一 
non~negative ~ 
bounded ~ 
quasi-commutative ~ 
finite ~ 


~with the conditon (S) 


complete ~ 

locally complete ~ 
BCI-algebra 
proper 一 
homomorphism of ~ 


isomorphism of ~ 


anti~homomorphism of ~ 


一 的 BCK- 部 分 BC(X) BCK-part B(X) of ~ 
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322 
370 


402 


438 


450 
452 
167 
169 
173 
173 
309 
187 


~ 的 BCK -余部 BCK-complement cf ~ 183 


一 的 子 代数 sub-algebra of ~ 202 
~ 的 积 代 数 product algebra of ~ -195 
一 的 商 代 数 quotient algebra of ~ 229 
拟 可 换 的 ~ quasi-commatative ~ ”238 
低 型 拟 可 换 ~ low-type quasi-commutativye ~ 245 
高 型 拟 可 换 一 high-type quasi-commutative ~ 245 
纯 高 型 拟 可 换 pure high-type quasi 

的 一 commutative ~ 245 
有 限 的 一 finite ~ .250 
具有 条 件 (S) 的 ~ 一 with the condition(S) .256 
R-~ R- ~ “266 
结合 一 associativye ~ '273 
广义 结合 一 generalized associative ~ 319 
具有 散 子 代数 一 with the property of 

性 质 的 一 discrete sub-algebra 383  ， 
纯 获 的 一 pure discrete ~ 335 

BCR> 代 数 ， BCK -algebra. z a 
平凡 的 一 trivial . 一 22 
， 可 换 的 ~ commutative ” .| 2 

有 界 的 一 bounded ~ 45 
完全 有 界 的 ~ full bounded ~ 56 
正定 关联 的 ~ positive implicative ~ 64 
关联 的 ~ implicative ~ 2 
完备 的 一 complete ~ 103 
局 部 完备 的 ~ locally complete ~ : 103 
拆 可 换 的 ~ quasi-commutative ~ 107 : 
具有 条 件 (S) 的 ~ 一 with the condition (S) 90 
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单 代数 
单位 元 

. 典 风 歌 射 
”对 会 

对 合集 工 ( 义 ) 


范 贿 
BCK-~ 
BCI-~ 
结合 BCI- 代 数 ~ 
BCH-~ 
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finite ~ 


simple ~ 


full implicative 


class of ~ 


class of commutativeée ~ 


cardinal number of 一 


sub-~algebra of 


union algebra of 
product algebra of 
quotient algebra of ~ 
homomorphism of ~ 


isomorphism of ~ 


C 


initial Section 


D 


simple algebra 


其 生计 


canonical map 


involution 


set 1(X) of involutions 


E 
category 
BCK- ~ 
BCI- ~ 


~of associative BCI-algebras 


BCH-~ 


111 
114 
122 

25 

33 
132 
102 
152 
138 
131 
157 
157 


42 


220, 407 
45, 423 
134,2 乔 
59，426 
59, 426 


175 
176 
176 
279 
392 


根性 . 
团 有 性 质 


基础 集 

基数 问题 
集合 A (a, b) 
集合 IDCX, A) 
集合 LC(X) 

极 大 的 BCI -部 分 


可 积 性 

逆 可 积 性 

可 商 福 

扩 可 商 性 

可 BCK -代数 化 
(可 )BCK- 化 定理 
可 BCI- 化 

(可 ?BCI- 化 定理 


ideal : 


. proper ~ 


radical property 


intrinsic Property 


J 


basic set 


question on cardinal numbers 


set A ‘ca,b) 
set ID(X, A) 
set LX) 


maximal BCI-part 


K 
product property 
anti-product property 
quotient property 
anti-quotient property 
BCK -algebraza tion 
theorem of BCK-zation 
BCI-zation 


theorem of BCI-zation 


a 


family IDCX) of ~s. 


implicativye ~ 
~(A) produced by 
the set A 


maximal~ 


R-~ 


268 
237, 422 


21, 168, 371 
23 
91, 256 
135 
206 
383 


141, 199, 405 
141, 199, 405 
132, 232 
132,232 
"181 

181 
379 
+ 9879 1 


114,219,407 
115, 220, 408 


115,220,409 
118, 228, 415 


120, 225, 415 
124,228,416 - 
266 . 
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和 ~ 了 学 代数 1DSCX)〉 一 sub-atgebra 1DSCX) 267,412 


R 
R- 枢 R-radica}l 267 
RR- 半 单 代数 R-semisimple algebra 268 
R- 根 BCI- 代 数 R-radical BCI-algebra 269 

S 
(9) H -类 (SH- class 440 
(S)1- 类 《S)I- class 440 | 
《9) 开 -类 (S)K- class 440 
商 集 quotient set 129, 229 
算 子 N operation N 53。425 
算 子 N 的 不 动 点 fixed point of operation 下 55,426 
算 子 NN 的 不 动 点 set NCX) of fixed points : 
| 集 N(X) of operation N 55,426 
算 子 再 operation 末 ， 190 
拓扑 空间 topological space | | :7 
BC 其 ~ 拓扑 代数 BCK-tepplogical aligebra. 四 348 | 
BCI -拓扑 代数 BCI-topological algebra 348 
推广 性 质 generalalized property 237, 422 
同 态 的 集合 hom<X， Y >set hom<X, YYof homomorphisms 159,174, 387 
问 态 f 的 核 | kernel of the homomorphism 160,174, 392 

四 : f . :i 

间 态 不 变 住 homomorphism property 393 

y¥ 
一 点 扩张 “ extension by one point 171 
一 点 有 界 化 boundzation added in a point  ，48,447 
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-~ 臻 空间 
氢 一 致 结构 
拟 一 致 空间 
8CI- 拟 一 致 空间 
BCT- 一 致 空间 
一 致 拓扑 
BCI- 一 致 折 扑 空间 
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运算 人 

运算 V 
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余 元 
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uniform 
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quasi-uniforn 
quasi-uniform space 
BCI-quasi- uniform space 
BCI-uniform space 
uniform topology 
BCI-uniform topological space 
hereditary property 
operation A 

operation V 

operation H(zx,y) 
complement 
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question on proper classes 


qurstion on proper sub-classes 
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The BCI-ALGEBRA 
By Hu Qingping 
ABSTRACT 


In 1966,Y .Imaiand K.Iséki introduced the BCK-algebras 
and BCI-algebras. Now, in Japan, Poland, U.S.A, Czecho- 
slovakia, Australia, Libia, Sudan, Sri Lanka, India, Pa-— 
kistan and China many mathematicians study these kinds of 
algebras and have obtained results, 

My this book is first book on BCI- -algebra. There are 
8 chapters in the book. . 

ln the first chapter we introiuced some preparatory 
knowledges, 

In the second chapter we introduced BCK-algebras si 
mpl7 。 

In the third chapter we introduced the concepts and pro- 
. pertiesof BCI-algebras。 

In the fourth chapter we introduced some topics, the qu- 
asi-commutative BCIl-algebras, the question on the veriety 
of BCI-algebras, the BCI-algebras with the condition (Sy)and 
the radical properties of BCl-algebras. 

ln the fifth chapter we introduced an important topic 


on BCl-algebras, the associative BCI-algebras. In this cha- 
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pter we introduced the concepts and properties on the ass- 
ociative BCI-algebras, and some generalized algebras of ass- 
ociative BCI-algebras 一 the generalized associative BCI-aige- 
bras and the BCI-algebras with the property of discrete 
sub-algebra. 

In the sixth chapter we introduced BCK and BCI-topo- 
logical algebras。 

In the seventh chapter we introduced BCH-algebras whi- 
ch introduced by the a author in 1981, 

In the eighth chapter the author introduced his some 
views on further development of BCK, BCI, and BCH alge- 


bras。 
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